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PRÉFACE ET INTRODUCTION 


Au moment où va paraître ce nouveau volume de la 
Bibliothèque d’Éducation scientifique, j'éprouve le 
besoin de préciser à nouveau le but de cette Collection. 
Bien que l’élude de ces opuscules puisse renseigner 
facilement le lecteur sur ce point, il n’est pas rare de 
voir des criliques se méprendre totalement sur nos 
intentions, Ainsi, à propos de l'ouvrage qui précède 
celui-ci et qui a pour litre : Pour comprendre le Calcul 
différentiel, un auteur n'a pas craint d'écrire qu'on n'y 
trouve malheureusement « pas de fonctions circu- 
laires, ni exponentielles. l'as de points d'inflexion, ni 
d'asymptotes, ni de rayons de courbure, ni d’enve- 
loppes. Pas de séries de TAYLOR, ni de MAC-LAURIN... 
Pour comprendre le calcul différentiel, ajoute-t-il, c'est 
un peu maigre.» 

Évidemment, notre honorable critique ne paraît 
pas fixé sur l'essence même du Calcul différentiel. Les 
fonctions circulaires ne sont qu'une application de ce 
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calcul à la Trigonométrie ; points d'inflexion et rayons 
de courbure appartiennent en propre à la Géométrie 
analytique ; quant aux séries, un auteur peut, sans 
déchoir, les intercaler dans le Calcul intégral. 

C'est en confondant toutes les sciences et leurs mul- 
tiples applications qu'on arrive inconsciemment à 
« embrouiller » les idées des jeunes élèves. 

On peut aussi remarquer que nous sommes tenus 
pour des raisons d'ordre pécuniaire à traîter notre sujet 
en 250 pages, Il y a donc lieu de faire un choix judi- 
cieux des matières à envisager. 

Au surplus, le titre de Pour comprendre indique 
exactement notre but : nous désirons avant toul initier 
nos élèves à telle ou telle science, sans avoir la pré- 
tention de la leur enseigner complètement. Dans le 
Calcul différentiel, un pas énorme est franchi lorsquè 
l'esprit s'est assimilé d'une façon rigoureuse l’idée de 
dérivée et de difjérentielle el qu'il a compris quelles res- 
sources 1l peut tirer d’une méthode ne ressemblant en 
rien à nos procédés de calculs où n'entre jamais la 
considération des infiniment petits. 

Quant à l'exposition, il ne faudrait pas s'attendre à 
trouver en cours de roule des démonstrations de prin- 
cipes qui sont réservées à des élèves déjà iniliés. De 
même qu'on peut enseigner la Physique sans faire 

allusion aux formules de LArLACE relatives à [ἃ 


recherche de la pression atmosphérique aux grandes 
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altitudes, on peut commencer le Calcul différentiel et 
s'initier à ses méthodes sans énoncer tout ce que nous 
savons sur cette branche des Mathémathiques : il suf- 
fit que le débutant en saisisse l'objet el le mécanisme. 

Ce que je viens de dire s'applique à plus forte raison 
au Calcul intégral et c'est ce qu'a très bien compris 
notre jeune elsavant collaborateur, M.Georges D'URAND 
qui a su conserver dans le nouveau volume de la Col- 
leclion, la méthode pédagogique et l'esprit ayant pré- 
sidé jusqu'ici aux Iniliations parues dans cette Biblio- 
lhèque d’éducation. 

Nos jeunes lecleurs y trouveront le même souci de 
faire comprendre, d'inilier, d'exposer avec clarté, en un 
mol de vulgariser sans abaïsser, {out en respectant la 
riguour, non pas des démonstralions qui sont souvent 
absentes volontairement, mais des définitions. Car 
s’il importe d’abord que l'élève comprenne, il est peul- 
être encore de plus grande nécessité qu'il n'enregistre 
pas en son esprit une série d'idées fausses et d'à peu 
près qu’il se trouverait dans l'obligation de jeter 
plus tard par-dessus bord. 

On verra en particulier dans cette nouvelle Initiation, 
quel soin l’auteur a pris d'indiquer en quoi consiste la 
Calcul intégral ; la façon dont on résoul une intégrale, 
non pas toules les intégrales, mais les plus simples 
d'entre elles : des exemples judicicusement choisis 
suffiscut pour indiquer la marche qu'on adopte géné 
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ralement: comment les séries viennent en aide au 
mathématicien dans cette parlie ardue de la science : 
comment les méthodes ont progressé depuis les pre- 
miers pionniers qui nous ont ouvert la voie. La notion 
d'équalion différentielle qui joue un rôle si important 
dans la Mécanique et les sciences physiques, n'a pas 
été négligée et sur ce point, M. Georges DuraAnp, là 
encore, a su se borncer à l'essentiel. 

Avec un bagage aussi minime, il n’était pas facile de 
montrer quels services le Calcui intégral rend à 
l'homme de science ; et cependant, grâce à une sélec- 
lion d'exemples heureux ct bien appropriés, l'auteur à 
su appliquer les notions acquises à la solution de pro- 
blèmes intéressants, puisés aussi bien dans la Géomé. 
trie que dans la Physique. 

Aussi, suis-je entièrement persuadé qu’en dépit de 
quelques « grincheux », traditionalistes impénilents, 
devant lesquels des méthodes nouvelles de pédagogia 
ne sauraient trouver grâce, Pour comprendre le Calcu: 
intégral sera accucilli avec joie par nos jeunes lecteurs 
et même par ceux qui ont mission d'enscigner ces no- 
Lions abstraites aux esprits qui veulent pousser plus 
loin leurs études mathématiques. 

Sans vouloir m'arroger le titre de prophète, je suis 
assuré que cette nouvelle Iniliation aura le même suc- 


cès que celles qui l’ont précédée. 
ABBÉ TH. MOREUX 


POUR COMPRENDRE 


LE CALCUL INTEGRAL 


PREMIÈRE LEÇON 


QU'EST-CE QU'UNE INTÉGRALE 


4. Dès le début, une détinition du calcul intégral ne 
vous apprendrait rien. 11 est nécessaire d'avoir pris 
contact avec cetle science pour en comprendre l'objet, 
la méthode et 168 résultats. 

Dans le calcul différentiel (‘}, vous avez vu que le 
problème de la détermination d'une tangente conduit 
à la considération du quotient de deux infiniment 
petits. La limite d’un tel quotient s'appelle dérivée et 
constitue la base du calcul différentiel. 

Le problème fondamental du calcul intégral, c’est 


(1) Voir : Pour comprendre le Calcul différentiel, par l'Abbé Moneux 
(même Collection). 


Le 


MOREUX, —— Cnicul Intégral. 
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l'évaluation d'une aire curviligne (‘) quelconque. Or 
est ainsi amené à calculer {a limite d'une somme 
d'infiniment petits ou intégrale. Or, il se trouve que ce 
calcul est précisément l'inverse du calcul des dérivées. 
En d'autres Lermes, en calcul différentiel, on donne la 
fonclion et il faut trouver la dérivée, tandis qu’en 
calcul intégral, on connaît la dérivée et il faut déter- 
miner la fonction. 

L'ensemble du calcul différentiel et du calcul inté- 
gral constitue l'Analyse infinitésimale qui cest, en 
quelque sorte, la science des infiniment petits. Grâce 
à l'Analyse infinilésimale, découverte au xvue siècle, 
on est parvenu à résoudre les problèmes les plus ardus 
devant lesquels les mathématiciens anlérieurs avaicnl 
dû s'incliner. 


Calcul d'une airecurviligne. Approximation par défaut. 
3. Considérous la parabole connue d'équation 
y = χἢ δὶ proposons-nous d'évaluer l'aire de la surface 
curviligne AA'B'B qu'on appellera 5. On suppose 
OA = 2 et OB = 10 (fig. 1). 
Nous n'avons cuvisagé, jusqu’à présent, que des sur- 
faces limilées par des droites ou des circonférences, et 


le problème va nous embarrasser. Le premier moyen 


(1) Une surface curviligne ost une surface limitée non seulement 
par des lignes droiles, mais par une ou plusieurs lignes courbe, 
Un cercle. un secteur circulaire sont des surfaces eurvilianes. 
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qui s'offre à nous est de prendre comme solution par 
défaut l’aire S; du rectangle construit sur AÂA'et AB : 


S1 = AB x AA'—=8 x 4 = 32 


Ce nombre est très grossièrement approché, car on 


à 4 Β΄ Ÿ B° 


Α--4--Ὁ Aa TR 
Fig. :. Fig. 2. 


néglige l'aire du triangle ombré, maïs on peut obtenir 
une imcilleure apptosimatlion. 

Divisons AB en deux parties égales par le point C 
(fig. 2) et prenons pour aire approchée de Κ la somme 
S, des aires des deux rectangles : 

ὃ, == (AC X AA’) + (CB x CC') == 
(4 x 4) + (4 X 36) — 16 + 144 — 160. 
La figure 2? montre clairement que ce résultat est 


plus avantageux que le précédent. On peut l'améliorer 


encore en divisant AB non plus en deux, mais en 
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quatre parlies égales et en évaluant S comme la 
somme ὃ, de quatre rectangles (fig. 3). En suivant sur 
la figure : 


SH = (2 X 4) + (2 X 16) - (2 x 36) + (2 Χ 64) = 240. 


L'erreur a diminué et le résultat est plus approché 
que le précédent. Mais on peut encore l’améliorer de 


ὙΦ Β΄ Ÿ Β᾽ 


βίᾳ. 3 Fig. 4. 


la même manière : il suffit de diviser AB en huit par- 
ties égales οἱ d'évaluer l'aire S comme somme de 
huil rectangles (fig. 4). En l'appelant alors S, : 


Ss = (1 X 4) + (1 x 9) + (1 X 16) + (1 x 25) + 
(1 x 36) + (1 x 49) + (1 X 64) + (1 X 81) == 284. 


On peut continuer en divisant AB en segments tou- 
jours plus courts, donc plus nombreux, et en évaluant 
l'aire S comme somme de rectangles qui sont aussi 
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de pius en plus nombreux, dons de plus en plus petits. 
De celte manière, on se rapprochcra constamment de 
l'aire cherchée ; néanmoins, il subsistera loujours une 
erreur provenant des triangles curvilignes, situés au- 
dessous de la courbe et ombrés sur les différentes 
figures. Cette erreur diminuera bien constamment, 
mais elle ne pourra disparaître : il y aura loujours, en 
quelque sorte, un résidu. 


Approximation par excès. 


2 bis. Au lieu d'une solution par défaut, on 


δῇ M» Ἷ Ὺ Β᾽ 


τὸ - 
τα ΄- 
mn M mme 


pourrait aussi bien chercher une approximation 
par excès. | 

En se bornant à un seul rectangle, tandis qu'on 8 
pris plus haut l'aire 5, — 32 du rectangle construit 
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sur AA! et AB, on prendrait l'aire δ΄, de celui construit 


sur BB’ et AB (fig. 5) : 
S', — BB’ x AB — 100 X 8 == 800. 


Et il est aisé de conlinuer en divisant successivement 


AB en segments de plus en plus nombreux el en pre- 


M Υ 


Ὡς 
---.ὄ: 


tn" 
= 
= 
ω 


= 


nant les rectangles construits non pas sur les ordon- 
nées les plus petites, mais les plus grandes. 
Avec deux rectangles, on aurait (fig. 6) : 
Μ΄, = (4 Χ 36) + (4X 100) — 544. 
Pour quatre ou pour huit rectangles. le calcul n'est 
pas moins facile. On trouve (fig. 7 et fig. 8): 
δ΄, = 432 
S'a — 380 


En continuant de la même manière, on s'appro- 
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cherait sans cesse de l’aire S, maïs sans jamais l’at- 
teindre : l’erreur, tout en diminuant toujours, ne sau- 
rait disparaître davantage que dans le numéro précé- 
dent. 


Passage à la limite. 

3. Les nombres très différents que nous venons de 
trouver montrent la difficulté d'évaluer la surface 5 
par une méthode d’approximation. Comment donc 
pourrons-nous définir cette aire exacte ? Il nous suf- 
fira d’avoir recours à une méthode que vous con- 
naissez bien puisque, d’abord entrevue en Géométrie 
plane, vous l’avez largement utilisée en Calcul différen- 
tiel : celle du passage à la limite. 

SUPPOsOns que nous divisions AB en segments tels 
que la longueur de chacun d’eux tende vers zéro. Il 
est clair que les parties résiduelles, soil en défaut, soil 
en Cxcès, οἱ ombrécs sur les différentes figures, ten- 
dent aussi vers zéro. Nous pouvons donc dire que 
l'aire cherchée S est la limite de Ia somme des aires 
des rectangles considérés soit au n° 2, soil au n° 2 bis, 
quand la longueur des segments partiels de AB tend 
vers Zéro. Cette limile est l’aire exacte de la surface 
AA'B'B ; c’est, en quelque sorte, l’airc intégrale et vous 
voyez déjà la signification de ce mot. 

On appelle, en effet, l’aire 5. : intégrale définie de la 


fonclion y — x? prise entre les limniles 2 et 10. Vous 
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apprendrez plus loin pourquoi on dit : définie. Pour 
l'instant, notez seulement que l'intégrale définie est 
un nombre ; mais c'est surtout une aire intégrale, une 
aire cxacle |). 

C'est en partant de la considération des surfaces 
qu'on ἃ introduit cette nouvelle nolion ; elle permet 
de calculer avec exactitude, d'une manière rigoureuse, 
une aire qu'on n'aurait oblenu, par les moyens ordi- 
naires, que d’une manière approchée. C'est d’ailleurs 
ce que nous avons tenté de faire aux n°8 2 et 2 bis avec 
la seule géométrie. 


Intégrale définie, 


4. Revenons à l'intégrale définie pour en préciser la 
nalure. 

Vous venez de voir qu’une intégrale définie est la 
limite obtenue en faisant tendre vers zéro chacun des 
segments parliels composant AB. Mais alors la surface 
des rectangles correspondants tend aussi vers zéro, en 
même temps que le nombre de ces rectangles aug- 
maente indéfiniment (?). L'aire S est donc une somme 


(1) Le mot infégrale figure pour la première fois dans les écrits 
de Jacques Brañour11 (1654 1905), mathemalicien suisse qui fut 
l'un des premiers vulgarisaleurs du Calcul inlégral. 


(2) Ici se présente une difficulté. Quand la longueur des seg- 
meuts partiels de AB lend vers zéro, les rectangles constituant 
l'aire S téndent aussi vers zéro, deviennent intinintent pelils 
Mais les parties résiduelles ombrées, d'où provient l’erreur, ont 
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d’aires infiniment petiles, mais en nombre infini, ce 
qui signifie, pour vous rappeler le sens du mot infini 
en mathématiques, que c’est une somme d'aires 
indéfiniment petites, aussi petites que l’on veut, — 
mais en nombre indéfini, aussi nombreuses que lon 
veut. On peut dire, plus brièvement, qu’une inté- 
grale définie est une somme d’un nombre infini 
d’infiniment petits ; c’est donc, en réalité, la limite 


d’une somimne. 


Remarque. 


δ. Il est utile de remarquer que la méthode d’ap- 
proximalion employée aux n°% 2 et 2 bis pour calculer 
une aire ou intégrale définie, ne diffère pas, dans son 
principe, de celle utilisée pour calculer la dérivée en 
tant que nombre (Calcul différentiel, n°8 A4 οἱ 45). De 
même, on sait que la dérivée est une limite, mais 
c’est la limite d’un quolient, landis que i'intégrale est la 


limite d’une sonrune. 


été déjà néglisées, au n° 3, sous le préteste qu'elles tendaient 
vers zéro. On peul se demander si la parlie négligée n'est pas du 
même ordre de grandeur que la partie conservée, quisqu'el.es 
tendent ensemble vers zéro, 

Or, il n'en est rien. Dans les rectangles, la Inrgeur soule devient 
infiniment petite : ce sont des infiniments pelits du premier ordre. 
Quant aux parties résiduelles, elles deviennent infiniment petites 
dans toutes leurs dimensions : ce sont donc des infiniment petits 
du second ordre, complètement négligeables devant ceux du pre- 
mier, comme onl’a vu dans le Calcul difJérentiel, 
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Symbole de l’Intégrale définie. 
6. L'intégrale définie de la fonction x? prise entre les 
limites 2 et 10 se représente par : 


10° 
1h x? dx() 
/2 


et s’énonce : somme de 2 à 10 de x°?dx. 


Le signe [ est la lettre S déformée ; la quantité 
3 1. représente l'aire d’un quelconque rectangle infi- 
niment petit (v. n° 4) de longueur x? et de largeur infi- 
niment petite dx : c’est d’aires analogues qu’il s’agit de 
faire la somme. Enfin, les nombres 2 et 10 sont dits les 
limites de l'intégrale définie ; maïs, ici, le mot limite 
signifie seulement : valeur extrême, et cette signification 
ne doit pas être confondue avec celle du même mot 


dans la théorie des limites. 


Les symboles qui indiquent une somme. 
7. Lun mathématiques, il y ἃ deux signes différents 


pour représenter une somine : } ou sigma (3), c’est 


VS majuscule de alphabet grec, et ] ou somme. 


Le premicr, }, indique toujours la somme d’un 


nombre délerminé de [crimes qui sont cux-mêmes 


(1) Cette notation est duc à Joseph Fourier (4768-1830), mathé- 
inaticien et physicien français. 

(2) Le sigma minuscule s'écrit σ et s'emploie assez souvent en 
imathémaliques pour désigner une aire (on surface); $s où 7 est 
l'iniliale de surface, 
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déterminés ou finis. Ce symbole se rapporte aux addi- 
tions ordinaires. 

Le signe SES indique la limite d’une somme et non 
une somme proprement dite. Pour avoir affaire au 
signe + il faut que le nombre des termes composant 
la somme soit infini, c’est-à-dire indéfiniment grand, 


tandis que chacun d’eux est infiniment petit. 


Dérivée de l’aire 8. 


8. Dans les lignes qui précèdent, nous avons donné 
la définition d’une aire cur- 
viligne -— limite de somme Υ 
ou intégrale définie --- mais 
non le moyen de la cal- 
culcr. Pour découvrir ce 
moyen, il est nécessaire de 
faire un délour οἱ d’envi- 
sager non plus une aire fixe, 


comme celle de la figure f, 


mais une aire variable. A A 
Soit, par exemple, la pa- 0] 
rabole connue d’équalion Fig. 9. 
y — 2° el considérons Ia surface S comprise centre 


l’axe OX, la courbe représentative, une ordonnée fixe 
AA’ οἱ une ordonnée variable BB’ (fig. 9.). Cette der- 
nièrc varie dans ce sens qu’elle peut se déplacer paral- 
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lèlement à elle-même, soit vers la droite, soit vers la 
gauche. 

Il est évident que la surface S dépend de la position 
le BB’. Mais cette position dépend elle-même de la 
distance OB. Posons OB = x et considérons x comme 
variable indépendante, suscevtible de varier à notre 
gré. La surface 8. est alors fonction de x puisqu'elle en 
dépend. 

Nous allons nous proposer le problème suivant : 


ds : 
FPE de ὃ par rapport à x. 


— Pour cela, nous appliquerons la méthode générale : 


Calculer la dérivée, S'; ou 


donner à x un accroissement A ; déterminer l’accrois- 


Ὺ 


Δ 
reconnaître quelle est la limite de ce rapport quand 


x AS 
sement correspondant 4S, puis le rapport ἀτ' enfin, 


Δα tend vers zéro. 

Si nous donnons à æ un accroissement Az — BC, 
l'ordonnée BB’ vient en CC’ et l'accroissement AS de 
la surface S est BB'C/C. 


+ 


Δ 
Pour calculer le rapport τ > leMmarquons que AS 


esl compris entre les deux rectangles BB'DC et BEC'C, 
Or, 

aire BB'DC — BC x BB' — 4x x y, 

aire BEC'C — BC x CC' = Az X (y + Ag), 


de sorte que nous pouvons écrire : 


OX XyLAS< Ax(y + Ay). 
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Divisons par Δα : 


AS 
Mine STE TOUT 


: AS 
Si nous faisons tendre Ax vers zéro, Ame pour 


ds 
limite la dérivée S'x ou ἦς © comme Ay tend aussi 


vers zéro, celle-ci reste comprise entre y et une quan- 
tité y + Ag qui a pour limite y + 0 = y. Cette dérivée 


ne peut donc qu'être égale à y, ou : 
ds 


Calcul de 5. 

9. Voilà, cette foïs, une indication précicuse pour 
obtenir l'aire S en fonction de x : il nous faut trouver 
une fonction dont la dérivée soit x. 

Or, en nous reportant au Calcul différentiel, n° 56, 


nous voyons que la dérivée de χῇ est 3 x?; par suite x? 
x 

est la dérivée de — ,et cette dernière fonction satisfait 
. 


à la condition requise. 
II y a une infinité de solutions. 


ΔΝ 
10. Mais la fonction 5. = 3 n’est pas seule à 


admettre x? opur dérivée. Vous savez, en cffet, que la 
dérivée d’une constante est nulle (Calcul différentiel, 


«ὃ 
n° 68). Si donc on ajoute à 8 {πὸ quantité constante, 
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n'importe laquelle, représentée par exemple par k, on 
obtient une nouvelle fonction : 


Hu 
ΣῊΝ τ- 5 Ὃ & 
dont la dérivée 68. toujours : 4 


S' = x + 0 = x? 
Le problème ainsi posé comporte autant de solu- 
tions qu’on veut, puisque Κα est absolument arbitraire 
et qu'on peut lui donner toutes les valeurs possibles : 


on dit qu’il y ἃ une infinité de solutions. 


Détermination de la constante k. 

11. Cette indétermination due à la constante Κ ne 
doit pas nous surprendre : dans l’établissement de la 
fonction y, nous n’avons pas tenu compte, en effet, de 
la position de l’ordonnée fixe AA’ (fig. 9). Mais si nous 
Supposons, pour fixer les idées, que OA = 2, il devient 
aisé de déterminer k. 

᾿ εἰ 

J'aisons ἃ — 2 dans la formule S — 3 + &; comme 
par ailleurs, on ἃ posé OB = x (v. fig. 9 οἵ n° 8), cela 
donne OB — 2, ct l’ordonnéc mobile BB’ vient cn AA’: 
l'aire S, alors réduite au segment AA’, est nulle, de 
sorte qu’en remplaçant x et S par leurs valeurs 2 et 0 
dans la formule : 

1° 


SY -- 3 | Kk, 
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il vient : 
(2} ὃ 
tion KE Pi 
d’où : 
le =. — ἐν 
3 ; 

Finalement, la surface comprise entre l'axe OX, la 
parabole déqualion y — x?, une ordonnée fixe AA 
telle que OA — 2 et une ordonnée mobile BB’ telle que 
OB — x, Variable indépendante, -— est une fonction 


de x dont lexpression s’écrit : 


Caleul d’une aire quelconque. 

12. Il est aisé, après ce que vous venez de voir, de 
calculer une aire quelconque. Si vous voulez, par 
exemple, la surface AA” BB du n° 2 où OB — 10, il 


suffit de faire æ = 10 dans la dernière formule : 
(10)° (2)8 992 À 
S = ——— = - — 830,666... 
5 3 3 3 


Voilà cette fois la valeur exacte de Paire proposée. 
Vous voyez l'écart important qui sépare ce nombre des 
valeurs approchées trouvées pour S aux 1108 2 οἱ 2 bis, 
soit : 284, par défaut, el 380, par excès. Les crreurs 
commises, 46,666 et 49,334, sont loin d'être négli- 


1 
geables : elles représentent environ τ du résultat 
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exact. Cela vous montre, en même temps que l'insuf- 
fisance de la Géométrie, la nécessité du Calcul intégral. 


Fonction primitive. 
18. Le calcul d'une aire curviligne se ramène donc 
finalement au problème suivant : élant donnée la 


dérivée x, {rouver la fonction. Celle-ci s'appelle alors la 
fonclion primilive, ici La + k, de la fonction don- 
née x". 
Une fois en possession de la fonction primitive, rien 
n'est plus simple que d'évaluer l'aire cherchée. 
Reprenons le problème posé au n° 2. En comparant 


l'égalité du n° 12 qui donne le résultat rigoureux : 


5 = +4 EE 330,666 


à celle du n° 10 qui fournit la fonction primitive : 
HA 
ne 


on voit que l'aire exacte s’oblient en remplaçant, dans 
la primitive, x par les valeurs limites 10 et 2, puis en 
effectuant la différence. Dans cette opératior , la cons- 
tante Καὶ disparaît et l'on n'en tient aucun comple pour 
le calcul effectif de l'aire exacte ou intégrale délinie. 
D'après le symbole indiqué au n° 6, on écrit : 


sf” miel Oh re (EE 


πὸ 330,666. 


ττ 
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Intégrale indéfinie. 

14. Le rôle fondamental joué par les fonctions pri- 
mitives dans le calcul des intégrales définies nous con- 
duit à une notion différente de l’intégrale qui n’est 
autre que celle de primitive. 

Au lieu de donner une dérivée x?, vous savez qu’on 
peut tout aussi bien donner une différentielle x*dx et 
demander la fonction correspondante. Cette dernière, 


æ 
— + k, est dite alors intégrale indéfinie de x?dx. 
0) 


Le mot indéfinie provient, vous l’avez deviné, de la 
présence de la constante k qui demeure indéterminée 
indéfinie. 

Cette constante est d’ailleurs appelée : constante 
d'intégration. 

Symbole. 

15. L'intégrale indéfinie de la difrérentielle x?dx se 
représente par : 

“}| xdx 
qu’on lit : somme x’dx. 

Le symbole de l'intégrale définie (n° 6) ne diffère 
donc du précédent que par l'adjonction au signe 
pe (somme) des limiles, ici 2 et 10, de l'intégrale. 


D'après ce qui précède, on peut écrire : 


τα ΠΝ k, 


MOREUX. — Calcul Intégral. 3. 
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et plus généralement : 
να = y -Ὁ ἢ. 
Exemple. 

16. Prenons un autre exemple. — Soit donnée la 
dérivée 2x et proposons-nous de trouver la fonction 
correspondante ou primitive, ce qu’on peut énoncer 
tout aussi clairement : soit la différentielle 2x dx, 
chercher son intégrale indéfinie. —- En nous repor- 
tant au Calcul différentiel, n° 55, nous voyons que 2x 
est la dérivée de x?, ou bien, au n° 129, que 2xdx est 
la différentielle de la même fonction. Par suite, toutes 
les fonctions ayant 2x pour dérivée s’obtiennent en 
ajoutant à x? une constante arbitraire k, de sorte que 
a? -Ε k est la primilive de la fonction 2x ou bien 
l'intégrale indéfinie de la différentielle 2xdx, ce qui 
s'écrit : 

f 2xdr = +R. 


Si maintenant on se propose de calculer l'intégrale 


définie : 
6 
f PE MU da À. 
/ 2 


d’aprsè le n° 13, ἢ suffit, sans s’occuper de Îa 
constante k, de faire, dans la primitive ou inté- 
grale indéfinic 2°, successivement æ = 6 οἱ x — 2, 


puis d’effectuer la différence, soit : 


32. 


Ι 


ὁ 
[ 2x dx = (θ)"--- Ο)" — 36 — 4 


2 
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6 

Mais l'intégrale définie 1 2x dx représente une are 
AA'B'B (fig. 10) limitée par la droite d’équation 
y = 2x, par l'axe OX et Υ Β᾽ 


par les deux ordonnées 
AA’ et BB’ telles que 
OA = 2 et OB — 6. 
Cette aire est celle 
d'un trapèze ; considé- 
rant AA’ et BB’ comme 


bases et AB comme 


12 


hauteur, elle vaut : 


AA' + BB’ 
2 
4 + 12 
--μ ----  ὄ — 
2 


x AB 


2.  ----4 --τ-τ 6 
Dans cet exemple f 
. TL Fig. 10. 

simple, le Calcul inté- 

gral et la Géométrie se rejoignent pour montrer réci: 


proquement leur exaclilude. 


Deux sortes d’intégrales. 

17 Il y a donc finalement deux catégories d'inté- 
grales : 

19 Les intégrales définies, qui sont des nombres 
exprimant des aires exactes : on donne une fonction, 
c'est-à-dire une courbe : il faut trouver une aire. 
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2° Les intégrales indéfinies, qui sont des fonc{ions en 
quelque sorte contraires des dérivées : on donne une 
dérivée, il faut trouver la fonction. 

Ce qu’il importe de noter et ce qui fait le trait 
d'union entre ces deux catégories, c’est que le calcul 
d’une intégrale définie se ramène à celui d’une inté- 
grale indéfinie ou, ce qui revient au même, d’une 
fonction primitive. 


Le Calcul intégral considéré comme inverse du Calcul 
différentiel. 

18. Le problème fondamental du Calcul intégral 
peut donc s’énoncer : étant donnée une dérivée ou une 
différentielle, trouver la fonction correspondante. Vu 
sous ce jour, le Calcul intégral devient, dans une cer- 
taine mesure, l’inverse du Calcul différentiel. 

C’est d’ailleurs cette définition que beaucoup d’élèves 
préfèrent à toute autre en disant : Le Calcul intégral ? 
c’est tout le contraire du Calcul différentiel. Pour 
sommaire qu’elle soit et bien qu'elle ne figure guère 
dans les traités d'Analyse, cette définition, nous allons 
le voir immédiatement, renferme une bonne part de 
vérité, 


Construire une courbe dont on connaît les tangentes. 
19. Vous avez déjà appris que le calcul différentiel 
permet, étant donnée l'équation d’une courbe, d’en 
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construire toutes les tangentes, C'est ce que nous 
avons fait aux n°8 96 et suivants. Mais nous pouvons 
nous proposer le problème inverse : connaissant les 
tangentes à une courbe, délerminer cette courbe. 
Pour fixer les idécs, prenons un exemple déjà connu 
et considérons la courbe dont la tangentle, au point 
d'abscisse 2, a pour pente la valeur 2x. — Vous vous 


Μ΄ 
Μ΄ 
Μ΄ 
οὐ 
.ῳο 
Μ 
«+ 
ἢ ΟἿΣ Η΄ 0” Η΄ ais | 150 
Fig. vx, 


ΓῚ 


rappelez ce qu’on nomme la pente d'une droite ? Con- 
sidérons une droile passant par le point de coordon- 
nées ἃ = 2, y -Ξ 4; sa penle, ou mieux son coefficient 
angulaire, c'est la quantité a dans son équalion ainsi 
posée : 

y — 4 κια (1 — 3). 


(Voir : Pour comprendre le Calcul différentiel n° 44). 
Il s’agit donc d'étudier une courbe connaissant la 
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pente ou le coefficient angulaire de ses tangentes. Sup- 
Ὺ M‘ posons qu'il s'agisse de dé- 


terminer son allureentre les 

points d'abscisses 1 et 4. 

La méthode se comprendra 

immédiatement si nous 

nous rappelons les n°8 39 

et suivants du Calcul dif}é- 

renliel. 

- 7" Pour z = 1, le coefficient 
angulaire a de notre tan- 
gente seraa=2xz—=2xX1 
z2 2. 1] est aisé de construire 
une droite de pente ? en la 
considérant comme l'hypo- 
ténuse d'un triangle rec- 
tangle de côtés ON -- ! et 
MH — 2 (fig. 11). La droite 
OM aura la pente 2 (Calcul 
différentiel, n° 39). 

Pour x = 2, le coefficient 
angulaire est a = 2 x 2 —4. 
X La droite O'M', de pente 4, 
sera l'hypoténuse d'un 
triangle rectangle de côtés 

O'H' = 1 et M'H' = 4. 
Pour æ #2 8, la tangente présenter une pente 


Fig. 12. 
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a — 2 Χ8 — 6 et l'on aura la droite ΟΜ’ 

De même, pour + = 4, on aura la droite O'"’M'" de 
coefficient angulaire a = 2 Χά = 8. 

Toutefois, nous ne connaissons pas encore l'allure 
de la courbe; à peine avons-nous celle de ses lan- 
gentes. Dès lors comment continuer? Rien de plus 
simple : il suffit de procéder comme au n° 41. Décou- 


M, 

M, 
M, mn 
u) 
Μ᾽ 
᾽ὔ᾽ ,ὔ » "ἤ 
0, H, O, H, O, Η, 
1 1 1 

Fig. 13. 


pons nos quatre triangles et disposons-les comme 
l'indique la figure 12, le point Ο' venant en M, le 
point O0" en Μ' οἱ le point Ο᾽" en M". Maintenant nous 
pouvons dire que nous avons une allure de la courbe 
grossièrement approchée. 

Pour obtenir un résullat plus précis il suffit de 
construire les triangles analogues à ceux de la figure 11 
pour des valeurs plus voisines de x, soit, par exemple, 


pour les valeurs : 
1 DER. IN DE: 5" 30 EAN 
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Occupons-nous des valeurs intermédiaires : 1,53 
2,5; 3,5. Pour + = 1,5 le coefficient angulaire de la 
tangente sera : a = 1,5 X2 — 3. En faisant la même 
construction que plus haut, on aura la droite O,M,, 
hypoténuse d'un triangle rectangle de côtés 1 et 3, qui 
aura la pente demandée à (fig. 13). 

Pour x = 2,5 la pente sera : 4 =2,5xX2%=bBet l’on 
aura l'hypoténuse Ο΄, Μ',, 

Enfin, pour 4 = 8, 5 on aura la droite O'"',M"', de 
pente 7. 

Si l'on dispose, comme on l’a fait précédemment, 
ces triangles rectangles en respeclant leur ordre, on 
obtient une ligne qui se rapproche davantage de la 
courbe étudiée. Et l’on peut continuer ainsi jusqu'à tel 
degré de précision qu'on désire. 


Où commencer la courbe ? 

20. Ici, une remarque es! nécessaire. Si l’on prendun 
système d’axes X'OX οἱ Y'OY, comme on a coutume de 
le faire, on peut construire la courbe d’une façon 
approchée, par ses langentes, mais on ne sait com- 
ment la placer. Plus exactement, à une valeur donnée 
de æz ne correspond aucune valeur de y. Pour x = 1, 
par exemple, on peut placer le point représentatif à 
n'importe quelle ordonnée, c'est-à-dire sur n'importe 
quel point de la parallèle à Y'OY d'abscisse + 1. 
Autrement dit, on peut faire commencer la courbe où 


LUE T5 
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l'on veut. Le problème comporte donc une indétermi- 
nalion ; nous allons voir bienlôl pourquoi. 


Équation de la courbe. 

21. La solution graphique et approchée que nous 
venons d'exposer n'est pas suflisante : on connaît à 
peine l'allure de la courbe, on ignore la courbe elle- 
même. Cette solution est d’ailleurs tout à fait analogue, 
dans son principe, à celle donnée aux n°%2 et 2 bis pour 
évaluer une aire curviligne ; elle utilise la seule géo- 
métrie et l’on se doute déjà que la solution exacte et 
complète de notre problème déborde le cadre de cette 
branche. 

Reprenons donc l'énoncé : On donne le coe/ficient an- 
gulaire a τῷ ?x de loules les tangentes à une courbe; 
trouver la courbe. Si nous nous reportons au n° 44-du 
Calcul différentiel, nous voyons que a —= 34 est la 
dérivée y' = 2x de la fonction que représente la courbe 
cherchée. La recherche de l'équation de cette courbe 
se ramène donc à celle d’une fonction connaissant sa 
dérivée 25. 

Cette fois, nous sommes en présence d’n problème 
de Calcul intégral : il s’agit de déterminer la fonction 
primitive de 2x ou, en d'autres termes. l'intégrale 
indéfinie de 2xdx | 

Or, nous avons vu au n° 16 que : 


foxdx—2+k; 
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la. ourbe demandée a donc pour équation : 
y Ξε χ + k. 


Voilà une solution exacte et rigoureuse de notre 
problème : toutes les tangentes de la courbe représen- 
lative de y — χα + k ont pour coefficient angulaire, 

ÿ au point d'abscisse 2, la va- 
leur a = 2x. 


Infinité de solutions ou indé- 
termination du problème. 

22. En réalité, il n'y a pas 
une seule courbe, mais une 
infinité, puisqu'on peuldonver 
à ktoutes les valeurs possibles : 
l: probième admet une inf- 
uité de solutions (fig. 14). 

Seulement, si l'on veul uti- 


liser une .de ces solutions, se 


servir, par exemple. d'une des 
courbes, qui répondent à la question, il est nécessaire 
de donner à k une vaieur particulière ; le problème 
comporte donc une indéterminalion : 1] ne nous 
fournit pas la manière de déterminer k Celte indé- 
termination explique celle que nous avons déjà trouvée 
plus hautavec notre première mélhode (n° 20), lorsque 
nous pouvions commencer la courbe où nous voulion» 
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23. Tel qu'il a été posé, l'énoncé de notre problème 
est insuffisant pour fournir une solution unique et 
bien déterminée. Si nous voulons pouvoir donner ἃ k 
une valeur précise, il faut ajouter une donnée, et dire, 
par exemple : {rouver la courbe dont les {angentes ont 
un coej ficient angulaire égal à 2x el qui passe par l’ori- 
gine, c'est-à-dire au point de coordounées 


z=0, y = 0. 


Dans ce cas, reprenant notre solution générale 
y = 2 + k, nous faisons x — 0 et y = 0, ce qui nous 
donne : 
0—=0+k 
d'où : 
ἃ == 0. 


Et la courbe demandée a pour équation y — 23. 

Si l'on demandait Ja courbe passant au point de 
coordonnées (x = 2, y = 1), il suffirait encore de rem- 
placer + et y par ces valeurs dans l'équation générale 
y=x + Κι soit : 

1=(2+k=A4+R, 
d'où : 
kK—=1—4——3 


La courbe demandée aurait pour équation y = x?— 3 
et elle serait complètement déterminée. 


LA 
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24. En résumé, nous venons de traiter, par le Cal- 
cul intégral, deux problèmes essentiellement difré- 
rents que la Géométrie était impuissante à résoudre : 
L'évaluation des aires curvilignes et la construction 
des courbes connaissant leurs Llangentes. Ces deux pro- 
blèmes nous ont conduits à la définition de deux caté- 
gories d’intégrales qui semblent très éloignées l'une 
de l’autre, mais qui, au fond, sont identiques puisque, 
comme nous l'avons déjà dit, la détermination d’une 
intégrale définie se ramène ἃ celle d’une intégrale 
indéfinie 


Remarque sur certaines formules littérales, 

24 bis. Ce paragraphe n'est pas absolument néces- 
saire pour la compréhension des leçons suivantes, on 
pourra donc l'omettre à une première lecture Son but 
est de vous familiariser avec certaines notations em- 
ployées couramment dans les traités de Calcul diffé- 
renliel et intégral et nécessaires pour pousser plus 
avant votre instruction mathématique. 

Jusqu'ici, nous avons toujours représenté une fonc- 
Lion de la variable x par la lettre y. Or, les mathéma- 
ticiens emploient beaucoup plus souvent la notation 
/ (x) qui se lit : / d'x ou f de x. La lettre f est évidem- 
ment l'initiale du mot fonction et le symbole f(x) 
indique une fonction de x, une expression conte- 
nant x: 


—— 


à Es — cat — sl ὟΝ το τος 


Rs 


ΟΝ ΄ 
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Ainsi, on aura : 
J (ὃ -- “", 


x 
ἐῶ Ξξψ: 
, (@)= χ' -- 8x? + 10. 

De même, la dérivée première d'une fonction de x 
se représente le plus souvent par : 

y' = f(x): 
la dérivée seconde par : 

ÿ' = f" (2), 
et ainsi de suite. 

Quant à la fonction primitive de y ou f(x), c'est-à- 
dire la fonction ayant pour dérivée y on f(x), elle n'a 
pas de symbole classique, maïs souvent elle est repré- 
sentée dans les traités par F (x), de sortie que : 

F'(x) = [(), 
ou. ce qui est exactement la même chose : 
"1. (x) dx = (6) +. 

Si l’on a une fonction f(x) et qu'on donne à x une 
cerlaine valeur, 2 par exemple, on obtient pour la 
fonclion une valeur numérique qu'on représente par 
[(2). Pour faire mieux comprendre, soit : 

J () τε 2 —6x<+11. 
(Voir : Calcul différentiel, n°9 26). 
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On a : 
(0) = 0 — 0 + 11 = 11. 
(4) ΞξΞ (1)3--ὐχὶλ ἘΠΊ - 06. 
[(2) Ξε (2) — 6X2 +11 -Ξ 3. 


(= (7) — 6x7 + 11 = 18. 


Pour terminer, soil à calculer l'intégrale définie . 


μὴ 
Cr f(x) dx 


où «a et ὃ sont des nombres. D'après la règle du n° 18. 
si Εὶ (4) + k est l'intégrale indéfinie, il suffit de rem- 


placer x par b et par a dans F (x), puis de faire la dif- 
férence, d'où : 


[τ dx = F() — F (a) 


DEUXIÈME LECON 


CALCUL DES INTÉGRALES INDÉFINIES 
LES MÉTHODES D’INTÉGRATION 


25. Vous venez d'apprendre en quoi consiste une 
intégrale et vous avez vu une première application du 
Calcul inlégral : la détermination exacte des aires. On 
rencontre d’autres applications, nombreuses et variées, 
dans plusieurs sciences : en Géométrie, en Physique, 
en Mécanique, etc. Mais il est évident que, pour abor- 
der n'importe quel problème de Calcul intégral, 1] faut 
d'abord être familiarisé avec le calcul proprement dit 
des Intégrales, ou inléaralions. Nous allons donc main- 
tenant nous occuper de ce calcul, en soi, indépendam- 
ment de toute application concrète. 

D'après la leçon précédente, vous n'ignorez pas que 
le calcul d'une intégrale définie se ramène à celui 
d’une intégrale indéfinie. Τὶ est donc naturel qu'on 
étudie d’abord ce dernier et qu'on lui donne une large 
place. 
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Qu'est-ce qu’une quadrature ? 

26. Au lieu de dire : calcul d'une intégrale indéfinie 
ou inlégralion, les malhémaliciens disent souvent : 
quadralure. L'usage courant de ce mot nous oblige à en 
connaître la signification. 

En Géométrie, faire la quadrature d'une figure, 
c'est déterminer un carré équivalent à cette figure, 
c'est-à-dire dont la surface soit égale à celle de la 
figure donnée. De là, on ἃ employé le mot: quadralure 
pour le mot : aire où surjuce, car rien n'est plus 
simple que de trouver le rôté d'un carré connaissant 
son aire : il suffit d'extraire la racine carrée. 

Mais vous avez vu qu'une aire, en général, s'exprime 
par une intégrale définie. 11 est donc naturel d'avoir 
étendu le sens du mot quadrature à celui de l'inté- 
grale définie at comme, finalement, une intégrale 
définie se ramène, par son évaluation, à une intégrale 
indéfinie, on a dit : effectuer une quadralure pour : 
effectuer une intégrale indéfinie ou déterminer une fonc- 
lion primilive. C'est cette signification qui a prévalu en 
calcul intégral. 


27. Le calcul d'une intégrale indéfinie consiste, nous 
l'avons déjà dit, à trouver une primitive d'une fonc- 
tion donnée, c’est-à-dire ἃ trouver une fonction qui 
admetle pour dérivée la fonction donnée. Or, la décou- 
verte des primilives n’est pas, en général, chose facile. 
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Contrairement à ce que l’on pourrait croire, il n’existe 
pas de règles fixes, valables pour tous les cas, comme 
celles dont on se sert pour calculer les dérivées. La 
délcrmination des intégrales indéfinies est essentielle- 
ment différente de celle des dérivées. 


Méthode générale. 


28. La seule méthode, pour effectuer une intégra- 
lion, est de faire apparaître sous lc signe f la diité- 
rentielle d'une fonction connue ; on transforme pour 
cela l'expression proposée au moyen des opérations 
arithmétiques : addition, multiplication, etc. 

L'intégration s'appuie sur la connaissance préa- 
lable des résultats de la différentiation. Il est donc 
indispensable, pour intégrer, de connaître parfaite- 
ment les dérivées ou différentielles des fonctions 
classiques. 


Vérification. 

29. Si l'on n’a pas de règle générale pour calculer 
une intégrale indéfinie, il est toujours fucile, en re- 
vanche, de vérifier le résultat oblenu. Il suffit d'en 
prendre la dérivée qui doit être égale à la fonction 
placée sous le signe A : 

Les débutants ne devront pas manquer de procéder 
à cette vérification chaque fois qu'ils auront à cal 
culer une intégrale indéfinie 


MoREUXx, — Cnicui Intégral. 4 
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INTÉGRATION IMMÉDIATE 


80. ΠῚ arrive parfois qu on rencontre, sous le signe /, 
précisément une dilférentielle élémentaire classique. 
Dans ce cas, l'intégrale indéfinie s'écrit immédiates 
ment el l'on dit qu'on a fait une intégralion immédiate. 
ἃ cheque dérivée élémentaire correspond ainsi une 
intégrale, et l'ensemble constitue les ürulégrales usuelles 
dont on se sert constamment pour les intégrations 
ultérieures, Voyons les principales. 


Intégrale f TU 

81. C’est unc intégration immédiate que nous avons 
faite anx n98 9 et 10 : notre connaissance préalable des 
dérivées nous ἃ fait reconnaître immédialement la 
primitive de x, ce qui nous a permis d'écrire : 


3 
fade =<— LA 


Intégrale ras. 

82. Soit à calculer l'intégrale frax. Cela revient à 
trouver une fonction ayant pour différentielle xdx ou 
pour dérivée æ, — En nous reportant au n° 55 du Cal 
cul différentiel, nous voyons que 2x est la dérivés da κ᾿ 


Der τ 
par suite x est la dérivée d ς- στ que 
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Intégrale f ax. 

33. L'intégration est encore immédiate, car il est évi- 
dent que dx est la différentielie de x ou, plus générale- 
ment, de x + k. 

On a donc : 


fdt=z+k 


| dx 

Intégrale  -πΞ - 

νι 

84 Voyons un dernier exemple : soit à évaluer 


T TA . — Il s'agit de trouver une fonction dont la 
Gr; 


F εο Lé e 1 . 
dérivée soil --; or, nous avons vu (Calcul différen- 


ν᾿ 


tel, n° 76) que ἘΞ ΟΡ cst la dérivée de Vz, donc 


2 \/x 


est la dérivée de 2 \/x, et l'on peut écrire : 


pe 


85. Cette liste d'exemples suffit amplement pour 


se 
Vz 


= 2/2 +k 


faire comprendre la manière d'opérer. Si l'on connaît 
bien ses dérivées, il est aisé d'effectuer une intégration 
immédiate; mais, le plus souvent, les quadratures 
sont bien moins faciles et, pour apercevoir une diffé- 
rentielle déjà connue, il est nécessaire de transformer 
l'expression proposée. On le fait en ulilisant les pro- 


»ropriétés des intégrales indéfinties. 
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PROPRAIÉTÉS DES INTÉGRALES INDÉFINIRS 


86. Les intégrales indéliuies jouissent de nombreuses 
propriétés ; nous en signalerons seulement deux parmi 
les principales. 

Vous savez que l'intégrale a été définie comme une 
limile et aussi que la Limite d'une somme est égale à 
la somme des limites; on peut donc dire : l'intégrale 
d'une somme est égale à la somme des intégrales. 

Cette première propriété est facile ἃ vérifier. D'après 
elle, on doit avoir : 

{ω EE A PE [4 [rdx + (ΞΞ. 
Vx/ / γα 
Or, le secoud membre vaut : 
8 


. dr μὰ — 
J'ads+ Jade + ES ες εἰν + 


(V. n° 31, 32 et 84). 


Nous n’écrivons qu'une seule fois la lettre K car la 


somme de trois constantes arbitraires est encore une 
constante arbitraire k. D'ailleurs, La dérivée de notre 


second membre est bien : 
ἵ 


κ΄ αἴ -- 
x 
c'est-à-dire l'expression proposée sous le signe 4 
87. Cette propriété s'étend aux différences et l’on 
peut dire : l'intégrale d'une différence est égale à la dif- 
férence des intégrales, 


--- πὰ Ἢ 
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Par exemple, on a : 
PACS — x) (x = Jxdx — fxdzx, 
À ru γ" 
car le second membre, égal à RTE Te + Kk, a bien 


pour dérivée l'expression x? — x placée sous le 


signe VE 


88. On peut faire entrer un facteur constant sous le 
signe f ou l'en faire sortir. 

Soit, en effet. l'intégrale indéfinie fax dx. -- 
D'après celte règle, on peut écrire, en faisant sortir du 
signe f le facteur constant 4 : 


{4.53 ἀα == 4 f x'ds. 


Or : 
[ aax = + k: (n° 31) 
ets 
4 pain = a (+ k) = EE + 4 


Mais, k étant complètement arbitraire, 4k l'est aussi. 
de sorte qu'il suffit de mettre à la place de 4k le symbol e 
de toute constante arbitraire k. On a donc finalement : 


4.8 
{4534 -- + + k. 


4 y 
On vérificimmédiatement que la dérivée de τος | À 
4 X 3.13 
3 
k notre règle. 


est : + 0 == 4x1, ce qui montre la légitimité 
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Remarque. 

39. ΠῚ est important de noter que, si l’on peut faire 
passer une quantité constante d’un côté du signe Λ 
à l'autre, il n’en est pas de même pour une quantité 
variable contenant x. Ainsi, 1] est interdit d'écrire que 
les deux intégrales : 


favi—zax οἱ « /Vi—xdx 


sont équivalentes. 


MÉTHODES D'INTÉGRATION 


40. Dans la pratique, les règles lrès simples que 
vous venez de voir suflisent rarement à faire apparaître 
l'expression à intégrer comme la différentielle d’une 
fonction connue. Les mathémaliciens ont donc été 

; 


conduits à chercher de véritables méthodes de trans- 


formation pour apercevoir plus aisément la primitive 


désirée. Les deux plus importantes sont : la mélhode 


du changement de variable et la méthode d'intégration 
par parties. 


Changement de variable, 


41. Avant d'exposer la méthode, donnons un 
exemple. 

Soil à calculer : VTT ZX ux. 

Celle fois, nous voilà en présence d’une expression 


inconnue : nows n'avons pas encore trouvé de fonclior 
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admettant pour dérivée Vi + x. Pour lever la difli- 
culté, transformons l'intégrale cherchée en posant : 


VT+Z= u, 
d'où : 1+zxz—= ut, 


Calculons dx en différentiant les deux membres de 
cette égalilé : 
dr = (u?) du = ὃ udu. 


Remplacons maintenant, sous le signe 7: τοὶ dx 


par leurs valeurs en fonction de u : 


SVi  α ἀα = fux2udu = feu?du. 


Considérant alors u comme la variable indépen- 
danie, il est facile d'effectuer l'intégration : 


€ 


,“ μ PA Us 
] AU !} u?du πα ec: k (n°* 38 et 31). 


Il suffit alors de substituer à u sa valeur en fonction 
de + pour obtenir l'intégrale cherchée ; on a : 


2u 


RARE ἘΞ ET AAER RES 
sn RE) E RES UE) αν 


et, finalement : 
9 
ἢ VI + x dx = + γί! Ἢ à) + Κ. 


En dérivant le résultat = ν(! -Ἡ rt + k, on trouve 


bien V1 Ἔ x, ce qui en prouve l'exactitude, 
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Vous comprenez maintenant le mécanisme de 1a 
méthode, II consisle à remplacer une expression con- 
lenant 4, ici “(1 +x, par une variable auxiliaire, u 
par exemple, puis à substituer à τ et à dx sous le 
signe “ἿἹ leurs nouvelles valeurs en fonction de u. On 
intègre alors en considérant u comme variable indé- 
pendante : c’est ainsi qu'on change de variable. Enfin, 
dans le résultat obtenu, on remplace, inversement, u 
par sa valeur en fonction de x, ce qui fournit l'inté- 
grale cherchée, 

Cette méthode laisse encore, vous le voyez, une 
large place au lâtonnement ; en dehors de quelques 
cas particuliers, il n’y a pas de règle générale et absolue 
indiquant quel changement de variable il est prélé- 
rable d'effectuer: l'intuition du calculateur pourra seule 
le guider dans ce choix. Quant au débutant, qu'il ne 
se décourage pas : il lui faudra tâtonner, essayer par- 
fois plusieurs changements de variable avant d'arriver 


au but. 


Intégration par parties. 

42. Rappelons-nous tout d'abord la formule de 
dérivation d’un produit (Calcul différentiel, n° 161). 
Si ÿ = UD, oOona: 

y' = (uv) = u'v + uv’. 

Multiplions par dx : 

ἡ αἱ — (ur, x = u'odx + uv'dx, 
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Mais, d'après la défin‘lion de la différentielle, celle- 
ci n'élant que la dérivée mullipliée par dx, nous 
a VOS : 

γα = dy; (uv'dx = d(uv); u'dx = du; 
v'dx = dv, 
l'où : 
dy == d(uv) = vdu + udv, 
ce qu'on peut évidemment écrire : 


udv = diuv) — vdu. 
Intégrons les deux membres : 
f μαὶν — "1 [d(uv) -— vdu] = S d(uv) — A vdu. 


En remarquant que d(uv) est la différentielle de uv, 
donc que f d(uv) = uv, On arrive enfin à la formule 
d'intégration par parties : 

f αν = uv — f vdu. 

On voit que la formule précédente ramène le calcul 
de l'intégrale J'udv à celui de J vdu, qui est parfois 
plus simple. 

Prenons immédiatement un exemple. 


Soit à calculer : 
f LIL 
2V/1+x 
Pour appliquer notre formule, posons , 


πα; dv= 


49 POUR COMPRENDRE LR CALCUL INTÉGRAL 


du dx; v—\/1+x (V. Calcul différentiel, n° 173), 


En remplaçant u, v, du, dv par leurs valeurs, il 
vient, d'après la formule obtenue plus haut: 
J 2V1+e ν 


Il reste à évaluer la dernière intégrale. Or. d'après le 
n° 41: 


[vi pt ἀπ -α + γῆι + x) + ke, 


ce qui donne : 


xdx 


tee Re A I ταν 


Cet exemple suffit amplement pour comprendre 
l'intégration par parties. 


48. Le changement de variable est un procédé d'un 
usage très courant, el il y a peu d'intégralious où il 
n'intervient pas. Quant à l'intégration par parlies — 
qu'il serait plus juste d'appeler intégration par Jacleurs, 
puisqu'on décompose la différentielle À intégrer en 
deux facteurs —- elle joue aussi un râle important, 
mais celui-ci s'exerce surtout à l'occasion de certaines 
fonctions que vous n'avez pas encore étudiées et qui 
s'appellent fonclions {runscendantes : uous en verrons 
bientôt quelques-unes. 
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Ajoutons que, dans la même intégration, on peut 
appliquer plusieurs fois de suite une des méthodes qui 
viennent d'être exposées ; il arrive aussi qu'on emploie 
successivement ces deux méthodes. 


44. Remarque. — Les exemples que vous venez de 
voir confirment ce que nous avions avancé dès le débul 
de cette leçon : le calcul des intégrales indéfinies, ne 
reposant sur aucune règle générale et absolue, comme 
celui des dérivées, est essenticilement chose d'inlui- 
tion, de tâtonnement. La seule règle qu'on puisse 


donner pour convenir à toutes les intégrales est bien 
celle du n° 28 : faire apparaître sous le signe 7. par 
des transformations permises, la différentielle d’une 
fonction connue. Vous voyez quelle large part cette 
régle laisse à l'initiative du calculateur. 

La recherche des intégrales indéfinies est donc un 
problème difficile, puisqu'il n’a pas reçu de solution 
générale. Tout ce que les mathémaliciens ont pu faire, 
c'est de classer les différentielles en plusieurs catégo- 
ries el d'énoncer pour chacune d'elles une règle parti- 
culière Une des catégories les plus importantes est 


celle des fraclions algébriques, comme 


2x + 3 1 
Ta Lo 4412) etc. On peut toujours trouver 


la primilive d'une telle fraction par des méthodes 
relalivement simples. 
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Une autre catégorie qui a reçu une solution satisfai- 
sante est celle des fonctions où entrent des puissances 
de x et la racine carrée d'un polynôme du second 
degré, par exemple : 

(222% 4) de [ET 
Vai—3m +1 αὐ, 5x 7 

Mais toutes ces catégories de fonctions intégrales ne 
forment, réunies, qu’une petite minorité dans l’en- 
semble des fonctions possibles. 


Fonctions transcendantes, 

45. Il 681 temps d'introduire ici une notion qui joue 
un grand rôle dans les Mathématiques supcrieures. 

Vous avez vu la définition du mot fonclion, et les 
exercices que vous avez faits, tant dans le calcul difré- 
rentiel que dans ce livre, vous ont rendu cette notion 
familière. Or, pour étudier les différentes fonctions 
possibles, on a imaginé de les dislinguer en catégo- 
ries ou classes. La classification, en quelque sorte 
fondamentale, est la suivante. 


48. On appelle fonctions algébriques celles où les opé- 
rations à effectuer sur la valeur de ln variable pour avoir 
la valeur de la fonction, sont uniquement des opéra- 
tions algébriques : addition, soustraction, multiplica- 
tion, division, élévation aux puissances, extraction de 
racines. Toutes les fonctions que vous avez vues jus- 
qu'ici sont des exemples de fonctions algébriques. 
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47. Les fonctions lranscendantes sont celles qui 
n'entrent pas dans la calégorie précédente. Prenons un 


exemple : dans une circonftrence O (fig. 15], soil un 
arc ADB; la flèche CD dépend évidemment de la 


em on 


longueur de l'arc ADB; 
ainsi, plus loug est l'arc et 
plus grande est la flèche : 
auirement dit, la flèche est 
fonction de l'arc. Mais il 
est impossible de trouver 
une formule qui exprime 
CD en fonction de l'arc ΑΒ 
par des opérations algé- 


Fig. 16. 
briques. La dépendance ὡς 


entre la flèche et l'arc sort de l’Algèbre : on dit 
que la flèche est une fonclion transcendante de Farc. 

Les premières fonctions transcendanles qu'on étudie 
dans les cours de Mathématiques et les plus simples 
sont les fonctions circulaires ou {rigonométriques. Nous 
les verrons dans : Pour comprendre la Trigonomélrie. 
Sachez seulement que ces fonctions expriment une 
relation géométrique. 


Fonction exponentielle. | 

48. Ici, nous nous bornerons à dire un mot de deux 
fonctions transcendantes d'une importance capitale en 
Analyse. 
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La première, appelée fonclion exponentielle, est de 
la forme : 
y = 10%. 


Pour l’éludier, on fail varier x et l'on élève le nombre 
10 à une puissance de degré égal à x. 


Pourr=Ads ν -- Ὁ 5 KA 
γα 102.Ξ-.-10 X 10 = 100; 


Y = 103 — 1 000. 


pour x = 2, 
pour ἃ = ὃ, 


De même, connaissant la signification des exposants 
négatifs οἱ de l'ex posant zéro (Calcul différentiel, n° 50), 


nous avons . 


Pouræ= 0, y—10 τοῖν 
1 
pouræ=—1, y=— SR ΞΞΞ Ὁ 10e 
2 (0e ER. 0,01; 
pour ξῷ — 4, Υ τ ΞΞΞΞ 08 — Aou == U, , 


1 | 
pourt=—9, yes 10-$=-— = 0,001. 


10 1000 

Mais nous n'avons donné à la variable que des 

valeurs entières et, généralement, pour étudier une 

fonction, on fait varier ἃ de — à + « en lui don: 

nant toutes les valeurs possibles, donc, en particulier, 

des valeurs fractionnaires. Rappelons donc brièvement 
inlerprétalion d'un exposant fractionnaire. 


On convient de poser, par définition : 


s _—— 
105 — 1/10; 


memes, + ne) 
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a AU 
de même : 10 5 — /10:: 


Dans une puissance fraclionnaire, il faut donc élever 
le nombre à une puissance égale au numécraleur et 
extraire la racine qu’indique le dénominateur. 

On aurait encore : 


2 
1002 -- 10 10 — /103 


1 
ou, comme ΞΞ---: 
: 10 5 


Ξ ΣΕ ΡΣ 
10 0 — 105 --- W10; 
et, enfin : 
7. ἡ 17 dù ; ps 
10094 = 10 100 --- 10 τὸ — 1/10. 
Après avoir étendu ainsi la notion d'exposant, on ἃ 
démontréquela fonction Υ 
exponentielle y = 107 
est continue et qu'elle 


est constamment crois- 


sante quand x varie de --- X 
— co à +, de sorle 9 
qu'on peut résumer les Fig. 16. 
varialions dans le tableau suivant : 

æœ | — ὦ 0 + co 

y O croît 1 croit + 


Enfin, sa courbe représenlalive aMecle. la forme ci- 
contre {fig. 18). 
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Fonction logarithme. 

49. L'autre fonction transcendante que nous avons 
annoncée comme très importante se déduit de la pré- 
cédente. Supposons qu'au lieu de faire varier æ et de 
calculer la valeur de y, nous fassions varier y en pre- 

ÿ nant la valeur correspon- 

dante de x. La quantité x 
devient alors fonction de y 
et une étude approchée de 
* ga variation résulte de ce 
que vous venez de lire, 
Comme, le plus souvent, 
ou désigne par x la variable 
Fig. 29. indépendante, il suffit d'in- 
tervertir x et y dans Île pa- 
ragraphe précédent, On obiient une nouvelle fonc- 
tion, appelée logarithme, quon écrit : y — log x 
le signe log se lisant : logarithme. 

Le logarithme est dit : jonclion inverse de l'exponen- 
tielle, ce qui est aisé à comprendre puisque, dans ces 
deux fonctions. les leitres x et y sont réciproques ou 
inverses l'une de l'autre. 

Notez, d'après ce qui précède, que les notations : 

y — 105 et x = log y, 
d'une part, et : 

x = 10y et y = log x, 
d'autre part, sont absolument équivalentes 
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Dans les cours de Malhématiques, on démontre que 
la fonction y= log x est continueet constamment crois- 
san Le quand x varie de 0 à + οὐ : ses varialions se dédui- 
sont immédiatcinent du tableau du numéro précédent: 

EH 6 1 + oo 
y | —e croît © croît + 

La courbe représentative est représentée à la 

figure 17. 


Logarithmes ordinaires et logarithmes népériens. 

49 bis. Les logarithmes sont beaucoup utilisés en 
mathématiques, pour abréger les calculs numériques. 
Grâce à eux, on remplace une multiplication par une 
addition, une division par une soustraction, une extrac- 
tion de racine par une division, etc. 

Les logarithmes que nous venons de définir, qui 
sont d'ailleurs les plus usuels, sont dits avoir la base 10, 
parce qu'ils sont l'inverse de la fonction 10%. On les 
appelle, de ce fait, logarithmes décimaux ou ordinaires, 
ou encore du nom de leur inventeur, logarithmes de 
Briggs. On les désigne presque toujours par la nota- 
tion : log (Voir Pour comp. l'Algèbre: chap. vin). 

Mais le premier mathématicien qui imagina Îles 
logarithmes, Néper, avait pris pour base de son sys- 
tème, un nombre e défini par la série suivante : 

1 1 ; 1 l 
απ σὴ ave ie due and τιν: 


MOMEUX. — Calcul Intégral, D 
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On ἃ approximalivement e = 2,71828... et les loga- 
rithmes de Néper, qu’on appelle logarithmes népériens 
ou encore logarithmes nalurels, sont l'inverse de la 
fonction ef. Ceux-ci jouent un grand rôle dans les 
questions théoriques de l'Analyse mathématique. On 
les «désigne souvent par la notation Log ou simple- 
ment L. 

Or, il y a des propriétés communes à tous les sys- 
tèmes, Ainsi, seuls, les nombres posilifs peuvent avoir 
des logarilhmes. De plus, le Logarithine de la buse est 
toujours égal à 1 et le logarithine de 1 est toujours 
égal à zéro. 

Au reste, il est aisé de passer d'un système de loga- 
rithmes à un autre système. On ἃ, en parliiculier, Îles 
relations suivantes qui s'appliquent à tous les nombres : 

log (ordinaire) = 0,4313 Log (népérien); 
Log (népérien}) = 2,3026 log (ordinaire). 

50 Les fonctions transcendanties établissent donc 
une correspondance qui sort du domaine de l'Algèbre. 
Leurs calégories ou classes en sont multiples. Les deux 
fonctions précédentes, exponeutielle et logarithme, 
font partie, avec les fonctions trigonométriques. des 
transcendantes élémentaires 


Transcendantes non élémentaires. 
51. Au-dessus de la classe des transcendantes élé- 


mentaires, et beaucoup plus compliquée que celle-ci, 
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existe une classe de fonctions qui tire son origine du 
Calcul intégral. C’est un fait, tout d’abord, que beau- 
coup d'intégrales indéfinies sont, non seulement diffi- 
ciles à calculer, mais impossibles à exprimer. Il ne 
faut pas croire que celte impossibililé tient à l’incom- 
pétence des mathématiciens : elle réside dans la nature 
même des choses. 

On démontre, en effet, qu’un grand nombre d'inté- 
grales ne sauraient s'exprimer d'aucune manière at 
moyen des fonctions algébriques et des transcen- 
dantes élémentaires. Comme une intégrale indéfinie 
est une fonclion, il est évident, lorsqu'elle rentre 
dans cetle catégorie, que c'est une fonction transcen- 
dante. 

Bien qu’une telle fonction ne puisse s'exprimer, elle 
a néanmoins une existence réelle. Pour en étudier les 
propriétés, les mathéimaticiens ont dû recourir à des 
procédés souvent très compliqués et très ingénieux. 
Et il importe de remarquer que, malgré son caractère 
indirect, celte extension de la notion de fonction a eu 
l'influence la plus heureuse sur le développement des 
mathématiques. 


52. Voyons quelques exemples. — Tout d'abord la 
fonction Log x, quoique appelée transcendante élé- 
imenlaire, est bien l'introduction aux transcendantes 
nées Ju Calcul intégral, 
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Son symbole n'exprime pas une relation immédiate 
conime, par exemple, celui de l’exponentielle : dans 
cette dernière, en elfet, en se donnant une valeur x, on 
a le moyen de calculer y; dans le logarithme, au con- 
traire, ce calcul n’est pas iminédiat : il est nécessaire 
de recourir à l'étude antérieure de l'exponentlielle. De 
plus, on démontre que la dérivée de y = Log x esl 


1 
ν᾽ — zce qui donne l'égalité : 


dx 
= = Log x + k. 


On peut donc dire, dans une certaine mesure, que 


la fonction logarithme a élé imaginée pour exprimer 
l'i ; ΑΙ L- dx . Φ 1 4 
intégrale 1) — qui ne pouvait l'être par aucun 
" 


symbole algébrique. 


53. Parmi les autres intégrales impossibles à expri- 
mer, nous pouvons citer les plus importantes, de la 
forme : 


fr PE 
VERTE x? ΤΥ 


elles contiennent la racine carrée d'un polynôme du 
3e ou du 4" degré et donnent naissance aux fonctions 
ellipliques; ces fonctions sont ainsi appelées parce 
qu'on rencontre les intégrales précédentes en éva- 
luant la longueur d’un arc d’ellipse. 
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INTÉGRATION MÉCANIQUE = LES INTÉGRAPHES 


54. Outre les méthodes d'intégration dont on vient 
de donner une idée, on a imaginé des appareils méca- 
niques qui permettent d'oblenir une intégrale indéfinie 
d'une manière purement automatique et sans aucun 
calcul. Ces appareils, appelés inlégraphes, construisent, 
dessinent eux-mêmes la courbe intégrale ; sans doute, 
cette courbe n'est qu'approximative, mais, dans cer- 
lains cas, les indications qu'elle fournit sont suffisantes 
pour les usages pratiques. 

Les modèles d'inlégraphes sont nombreux, mais 
nous ne saurions ici en énumérer beaucoup. Nous 
nous bornerons à donner le principe de l'un des plus 
simples pour montrer comment le problème de l'inté- 
gralion mécanique, malgré sa difliculté apparente, a 
été résolu avec une vériluble élégance. 


Intégraphe de Boys. 


55. Soil y la fonction donnée dont il faut trouver la 
primitive YŸ, de telle sorte qu'on a : 


Y= /ydx. 


Pour fixer les idées, prenons un exemple : 81 y = x, 
d'après la formule du n° 32 : 


fade = +R 
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il vient aussitôt : 
Y «= ὑπ + K. 
| 2 
La fonction y = x est donnée : on en peut donc 


construire la courbe représentative (ici une droite). La 
fonction YŸ est à déterminer ; c’est la courbe de cette 


dernière que tracera l'intégraphe. 2 
Notons d'abord que la constante X n’a aucune in- 
Υ 


Fig. 18. 


fluence sur la forme de cette courbe cn dounant dif. 
férentes valeurs à k, on se borne à déplacer la courbe 
Lout entière parallèlement à ΟΥ̓, rnais on ne la modifie 
en rien. Par suite, il suflit que l'intégraphe construise 
la courbe correspoudant à n'importe quelle valeur de k 


pour avoir la forme désirée, 
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| 
\Principe de l’appareil. 
56. D'après la définition de l'intégrale indéfimie, en 
érivant les deux membres de l'égalité écrile plus haut: 


vient :: 


7 AD, on 
| : | CURE TRE, 4 
Que μππροΨἘὁοσἘὍέΠπτ ......... 


Fig. 19. — Intégraphe de Boys. 


ce qu'on peut écrire : 


{ 
(soient M un point de la courbe y et M' un point de la 


tourbe Y situé sur la même ordonnée que M. Menons 
UN perpendiculaire à OX et prenons NP "αὶ 1 (fig. 184, 
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condition de tracer un arc de courbe dont la tangente 
reste parallèle, en chaque point, à la droite analogue 


NM / 
£omme NM = yet RE 7 τ. la pente de la sai 


PM est égale à D. ] à MP, construit automaliquement la courbe inté- 
1 | 
Ἶ grale. 
» œ a Li 
Gone ge RAS ρα τ ISIN ERee RIRE Ἂς Malgré la simplicité de son principe, l'intégraphe de 
courbe intégrale Y; sa pente est égale à la dérivée pers Boys n'est pas très répandu : son auteur visait surtout 


£ | 
Ι 


les applications du Calcul intégral à la Mécanique 
(fig. 19). 


57. Parmi les intégraphes les plus connus, on peut 
citer ceux d’Abdank-Abakanowicz. Cet inventeur ἃ 
imaginé, soit seul, soit avec divers collaborateurs, un 
grand nombre d'appareils mécaniques. 

La figure 20 représente l'intégraphe d’Abdank- 
Coradi; c’est l'un des plus récents modèles. Le prin- 


cipe est le même que dans les premiers appareils 


4“. d'Abdank, maïs le constructeur Coradi a npporlé des 


Un « 
ai) | De. 
« Ϊ | " 
} 48700 
(AT 
un An 
"RAA 4 
Fa ἣ 
2 Pure 
« j 0 Lin 
Ce » PA “ὰ 
\ ; 3 
, } nie ὑδς JU) 
* LS 
ιν , late HAUTS à , 
LPO 
| y r . 
Ὶ 
. WA À » ἢ 
« LEA : na" 
ν᾿ { L 
CA > 
pr δ Pis 
14 ἢ 
û " 
Ὁ qu 1 


Fig. 20. — Intégraphe d’Abdank-Coradi, / 


perfeclionnements de détail. 


Par suite de l'ésalilé écrite précédemment, ee Ξε τὶν 
les deux droites PM οἱ M'T', ayant des pentes égales, 
sont parallèles. { 
On comprend dès lors le principe de l'appareil. Il 
suffit de faire décrire à une pointe la courbe y sup{ 
sasée tracée à l'avance : une roulelte assujettie à if 


| 


TROISIÈME LEÇON 
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58. Si la détermination exacte et rigoureuse d'une 
intégrale définie exige la connaissance préalable de 
l'intégrale indéfinie correspondante, il existe toutefois 
d’autres méthodes pour évaluer une intégrale définie, 
méthodes moins rigoureuses, il est vrai, mais parfois 
plus rapides ou plus commodes. C'est l'existence de 
ces méthodes qui nous oblige à faire une étude dis- 
tincte des inlégrales définies. 


ON CONNAÎT UNE PRIMITIVE 


59. Si l'on connaît l'intégrale indéfinie ou, en d'au- 
tres termes, la primitive de la fonction à intégrer, le 
calcul est immédiat (v. n° 13). I suflit de remplacer x 
par Ja limite supérieure, puis par la limile inférieure, 
et d'effectuer la différence sanr tenir compte de la 
constante d'intégration, 
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Exemples. 
60. Soit à calculer : f τᾶ. 
L'intégrale indéfinie est connue (n°0 82): 
° 4 Hal 
J xd = NA + k. 


On écrit alors : 


A El (6)? (2) 36 4 
L 
᾿ «dx — D nur D. -- 2 ru το Ὁ =18—2=—16. 
--ς 


Le symbole [Φ se comprend de lui-même : il 


exprime, comineon vient de le dire, qu'on fait x —6, 
puis ὦ — 2? οἱ qu‘on cffeclue la différence. ἢ s'énonce : 


T° 
τ pris entre ? el 6, 


3 
61. Soil à évaluer . [ (Ὁ -- x!) dx. 


L'intégrale indéfinie 8e calcule immédiatement 
(η98 36, 33 οἱ 31): 


4ω--- χἢ dx = fodx — frxdx 
πὸ fax — fatdz = οἱ — -Ἐ. + k. 


Appliquant notre règle, nous trouvons pour l'inté- 


grale définie : 


5 οδ "]! , 
Ἔ (0 —x°) dx “1 07 5] Ξε (27—9)— [0 --- Ο) πο 18, 
Ἶ 0 
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Changement de variable. 

62. Si, pour obtenir la primilive, on a recours à un 
changement de variable, on peut calculer l'intégrale 
définie enappliquant, de la même manière, notre règle 
à la primitive elle-même. 


Ainsi, soit à évaluer vs 1 + x dx. 
0 


On a déjà trouvé, au n° 41, l'intégrale indéfinie : 


SVT x dx = + 


Appliquant donc notre règle : 
3 
2 3 
Ἷ V1 Ἑ “45 -- | Va F5 | 


-(ξ ἡ) (2x1) 16 2 _ 14 
3 τ θὴρ ἢν 


Mais il est plus élégant de changer les limites en 


[- αὐ +k. 


changeant de variable. Dans l'exemple précédent, on 
avail posé au même numéro : 


Vi+r=u. 
Par suite, on a : 
pour x = 0, u=Vi+z=V1—1; 
pour x = 3, 


et l'intégrale proposée peut s'écrire : 


de γί σα = [}52ιϑαα, 


ee PP — SR στο σα τοσοσινασευπαν». τα 


ππὶ 
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ze qui donne : 


μὴ | 
᾿ du = | Ξ ᾿Ξ (ξ χ 
14 


ee Pan ΘΚ 


3 3 3 


valeur conforme à celle déjà trouvée. 


Intégration par parties. 

63. Si la primitive a été obtenue au moyen de l'inté- 
gration par parties, il ne se présente aucune difliculté 
pour évaluer l'intégrale définie. 

Soit, par exemple : 

xx 
o2Vi+e, 
le calcul de l'intégrale indé- 


On a vu, au n° 42, 
finie : 


de ri 9 
© =%/1+c—- ν (1 +x) +k: 
par Fe is : 


EL ἜΘ. 2 τ ὁ ΟΣ μύλον 
Fo ὟΝ que = | V1 πῶ τ V0 Far |, = 


is. ἘΝ: (ο--τχ 


INTÉGRATION APPROCIIÉE 


D 1: 
1)=24—18+ 56e 


64. Souvent, comme on l'a vu (n° 51), il est très 
difficile ou même impossible d'exprimer l'intégrale 
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indéfinie ou fonction primitive. On n'est pas arrêté 
par celte difficulté et l’on connaît des méthodes indi- 
recles qui permettent de calculer l'intégrale définie, 
non d'une manière rigoureuso, mais avec toute l’ap- 
proximation désirable. 

Ces méthodes ont d'ailleurs l'avantage de procéder 
par des règles certaines, toujours les mêmes, qui ne 
demandent aucurt tälonnement, aucune recherche de 
la part des calculateurs. Aussi les emploie-t-on parfois 
pour les intégrales quelque peu compliquées qui 
n'exigent pas une évaluation rigoureuse ; dans ce cas, 
on préfère à juste raison les procédés rapides et sûrs 
du calcul approché aux tâtonnements toujours incer- 
tains de la détermination des primitives. 


Méthodes des trapères. 

65. Dans la première leçon, nous avons déjà fait le 
calcul approché d'une intégrale définie : en la consi- 
dérant comme une aire, nous l'avons évaluée en tant 
que somme de rectangles (n°8 2 et 2 bis). Nous avions 
l'avantage d'obtenir chaque fois une valeur par excès 
et une autre par défaut, mais les résultats étaient trop 
grossièrement approchés. 

On obtient une approximation bien plus intéressante 
en décomposant l'aire curviligne non plus en rec- 
angles, mais en trapèzes. 

Reprenons l'aire AA'B'B du n° 2 et tâchons de l'éva- 


Re PR É ——————". .. ——îû ΞΕΒΕΒΕΘΗΝΝΩΜΕΝΕΝΙΝ ΙΝ “απετοιπειοοπαπμστωσααιαασαα Ὁ k 
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luer par une décomposition en trapèzes. Cette aire 
étant susceptible d’une évalualion rigoureuse (n° 12), 
il sera aisé de comparer les méthodes. 

Pour commencer, nous joignons A'B' et nous pre- 
nons pour valeur de l'aire cherchée S$ celle du trapèze 
AA'B'B (fig. 21) : 


AA’ + ΒΒ’ 4 + 100 
8, x AB = Δ ΕἸ x Bai, 
Ce nombre est évidemment approché par excès. 
Υ Β' Υ θ᾽ 


O0! A C B 
Fig. 21. Fig. 22. 
Pour avoir un meilleur résultat, divisons AB en eux 


parties égales par le point C (fig. 22) et évaiuons 5 
comme somme de deux trapèzes : 


RAGE: σα’ -|- 88’ 
ὙΠ AM τ πεν 4 COHBE Vu 
5. = χὰ τὸ LT X 4 == 80 + 272 = 352. 
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Pour obtenir un résultat encore meilleur, divisons AB 
en quatre parlies égales et considérons l'aire S comme 
formée de quatre trapèzes; en suivant sur la figure 23 : 


£ 4 16 16 36 36 64 

B,m Ὁ Ὁ x 2 + τ x24+ TT x2+ 
64 100 
πο Χ 2 == 886. 


Enfin, en divisant AB en huit parties égales el ὄν" 


Β᾽ Υ B' 


à 6 


Fig. 23. Fig. ab. 


luant S comme somme de huit trapèzes, ainsi que 


l'indique la figure 24 : 


4 +9 9 + 16 16 +- 25 
δὲ τις + X 1 SX 1 FES x 1 + 
25 + 36 36 + 49 49 +- 64 
PRE ps ES x 1 4 I x + 
64 + 81 81 + 100 


XI — — x 1 = 392. 
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On pourrait évidemment continuer de la même 
manière : plus grand est le nombre de trapèzes et 
meilleure est l'approximalion. 

Comparons maintenant le résultat qu'on vient de 
trouver et les nombres obtenus au moyen de la décom- 
position en rectangles. Avec celle-ci, on avait 284, par 
défaut, et 380, par excès (n°4 2 et 2 bis) ; la valeur exacte 
étant 330,666 (πο 12), il est clair que ces nombres sont 
trop peu approchés. Mais, avec les trapèzes, on a trouvé 
322, ce qui représente une erreur égale à 1,333 ; celio 
dernière, inférieure à 0,5 ou 1/2 p. 100, indique que 
notre résullat est intéressant. 

66. Prenons encore un exemple, celui d’une inté- 


grale dont on ne saurait exprimer la primilive, soit : 


[ν᾿ + αν. 


La fonction à intégrer peut s'écrire : 


δ ΠΣ Vert 
LR TES VO MER + SEE 


Divisons l'intervalle d'intégration en trois parties 
égales par les points d'abscisses 2 et 3: nous avons 
(hu 20): 

pour æ = 1, γ — /1 ΓΕ LE V2? = 1,414; 

4/17 4,123 


pouræ =2, y 241 — ἄρτιον, æ= 1,03; 


έ 


MOREUX. — Calcul In'éyral. Π 
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82 9,055 
pour ἃ = 3, VA EUR ALES D 
9 υ 
204 6 
pour ὦ» = 4, = = = 1,0019 


) 4 " 3 


Fig. 5. 


La somme des aires des trois trapèzes est mainte- 
paul facile à évaluer ; leur hauteur commune étant 
égule à 1, nous avons pour celte somme : 


1,414 + 1,03 1,03 + 1,006 
> = X Î + X 1 + 


1,006 — 1,0019 
ETATS ---- κὶἢ 


δ κα 3,24 environ. 


Autres méthodes. 


67. Eu delurs du procédé de décou:pos.ion en iru- 
pèzes, il existe d'autres méthodes d'intégration appro- 
chée basées sur le même principe. 
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Dans l’une, due à Simpson (‘) et qui permet d'aii- 
leurs une meilleure approximation, on décompose 
l'intervalle AB en un nombre pair de parties égales, 
Puis, au lieu de joindre ces points deux à deux et de 
former des trapèzes, on fait passer par trois points 
consécutifs un arc de parabole el l’on évalue la somme 
des aires comprises sous ces arcs de parabole. On a vu 
précédemment que, dans ce cas, l'intégration rigou- 
reuse, au moyen de la primitive, est aisée. 

Ajoutons qu'une autre formule, due à PONGELET (3), 
qui dérive de la méthode des trapèzes, permet de se 
rendre compie de l'erreur commise sur le résultat. Ce 
renseignement étant de la plus haute importance, on 
conçoit que celle formule d'approximation est de 
beaucoup la plus utilisée. 


Les séries. — Intégration par les séries. 

68. Outre les méthodes d'intégration que nous 
venons d'indiquer, on emploie pour le calcul des intc- 
wrales définies un procédé tout différent basé sur une 
notion déjà entrevue dans Pour comprendre l'A lgèbre : 
c'est celle des séries, 


69. On appelle série une somme de nombres se suc- 
cédant d’après une loi délerminée, 


(1) Simpson, (1710-1761), mathématicien anglais. 
(a) PoncazeT, (1788-1869), mathématicien français. 
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Par exemple, la progression arithm étique : 
Gi το 10 DAS SLR CEA AUOT τ΄. 


est une série, car chaque terme se déduit du précédent 
en lui ajoutant la raison : 3. 
De même, une progression géométrique, comme : 


UE APE Hg EC 5. ΕΠ 0 NC PH EN 7 (4 ES 


est encore une série; on passe, en effel, d'un terme au 
suivant d’après une loi constante : il suffit de le mul- 
Liplier par la raison : 2. 

Mais la notion de série est plus large que celle de 
progression. C’est ainsi qu'on a une série cn prenant 


la somme des carrés des nombres entiers consécutifs : 
| + 4 + 9 16 + 25 -L 36 + 49 + 64 +. 


ou encore l'inverse des nombres entiers consécutifs : 
1 Ἷ 1 1 1 Ἷ 1 
D) τς ἜΣ Ἐπ Te ho hs: 


On voit donc que la loi de succession des termes 


d'une série est aussi générale que possible. 


Classification des séries. 

70. Une série comprend, en principe, un nombre 
illimité de termes, une infinilé, comme disent les 
mathématiciens, c’est-à-dire autant qu'on veut. 

En faisant la somme des termes, à mesure qu'on en 
prend un plus grand nombre, celte somme augmente, 
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mais, en continuant indéfiniment, elle peut devenir 
infinie ou bien tendre vers une limite fixe (1). C’est 
ainsi qu'une progression géométrique décroissante 


comme : 
1 1 1 1 
(2) ΓΕ ἜΣ ΡΣ ΤΟΥ͂Σ Ὑ..-: 


voit sa somme tendre vers la limite 2. 

Rappelons, en passant, une illustration géométrique 

VSSLORE _# 416 cette série. Prenons un carré 
|  ABCD sur les côtés duquel 
nous marquerons les points 
milieux (fig. 26). Joignons ces 
milieux par quatre droites et 
rabattons les coins suivant ces 
droites. Il est évident que 


nous oblenuns un carré qui 


KZ Fig. 26. 
vaut la moitié du précédent, puisque les sommets À, 
B, C, D sont venus 8e rabattre en Ὁ, couvrant aïnsi les 
4 triangles intérieurs. Maintenant prenons le milieu 
de co nouveau carré et rabattons encore les sommets : 
nous aurons un troisième carré ? fois plus petit que 


(1) Voir la note de la page 72: 
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le 2e et, par suite, 4 fois pius petit que le 1”. Il est 
clair que nous pouvons continuer ainsi indéfiniment. 
Quelle sera donc la somme de tous ces carrés de plus 
en plus petits ? 

Si la surface du carré ABCD vaut 1, ce sera la 
somme de la série : 


Î 1 1 
LPPÉTATS Fo == À, 


soit Le double du 1°’ carré donné. 
Au contraire, la progression géométrique croissante 
et la progression arithmélique déjà citées : 


1+12+4+8 +16 +... 

6 + 9 + 12 + 15 - 18 + … 
ont une somme infinie ou, en d’autres termes, sont 
telles que leurs sommes n'ont aucune limite. 


Séries convergentes et séries divergentes. 

71. Les séries dont la somme tend vers une limite 
fixe et bien déterminée sont diles : convergentes. Les 
autres sont appelées . divergentes. 

Citons quelques exemples. -- La série indiquée plus 


haut : 


1 Ι 1 Ι 
() LES TETE ro 


malgré l'apparence, n’est pas convergente; c'est une 
série divergente qui joue, d’ailleurs, un rôle important 
en Analyse ; elle a reçu le nom de : série harmonique. 
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Maïs la série allernée — c’est-à-dire : à signes aller- 
nés — issue de la précédente : 
ὦ d-ht}-t-ite 
est convergente. 

Il eu est de même de la série suivante : 

1 1 Ἷ 1 1 


Les NON A AD QUO 0" 


qu'on pourrait évidemment écrire : 

1 1 1 1 1 

ne tie hs nb A eee cle eg 

to tu 0 ΤΠ 80 Fee 
pour laquelle on démontre que la somme tend vers la 
limite 1. 


Représentation graphique. 
72. Chaque série est susceptible d'une représenta- 
tion graphique : il suffit de porter sur un axe OX des 


Hi eme RAA 
O er ee Cned LE Re X 
pere oi Intro ETS REA 
Fig. 57. 


longueurs égales aux termes successifs de la série. 

Pour la série-progression (32), nous aurons la fi- 
gure 27. Dire que la série est convergente revient à 
exprimer qu'il existe un point M dont nous nous 
appracherons aïnsi constamment, autant qu'on voudra 
et sans jamais le dépasser. Ici OM — 2. 
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La série harmonique (1) sera représentée par la 
figure 28. À première vue, il semble bien que cette 
série soit convergente; pourtant, il n'en est rien. Si 
l'on prend un point M quelconque sur OX, aussi 


DES PNR TE ir DO REGIS CN NE PR MR 
ἐὰν Ἴ εν ἘΠῚ μῶν PIE 
4 3 4 
Fig. 38. 


éloigné soit-il de O, on pourra toujours l’atteindre et 
même le dépasser. 


Enfin la série alternée (3) n’est pas plus difficile à 


Fig. 59. 


représenter, mais, pour respecter les signes, les lon- 
gueurs doivent être portées lantôt dans un sens, 
tantôt en sens contraire (fig. 29). La série étant con- 
vergente, il y a un point limite M autour duquel on 
oscille en s’en approchant constamment(". 


(1) Il arrive parfois que la somme d’une série ne tend pas vers 
une limite fire, sans loutefois devenir intinie; il y a alors indé- 
termination. Par exemple, la série suivante : 


1—i+i— 1 +3 — -.. 
aune somme égale à : si l’on prend un nombre impair de termes, 


οἱ à zéro si l'on en prend un nombre pair. Dans ce cas, on dit 
encore que la série est divergente. 
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Règles de convergence. 


73. Pour reconnaître immédiatement si une série 
est convergente ou divergente, on a imaginé un cetr- 
tain nombre de règles dont l'étude fait partie de l’AI- 
gèbre supérieure. Nous ne saurions ici nous étendre 
davantage sur ce sujet, mais nous pourrons y révenir 
à l'occasion dans des Compléments d’ Algèbre. 


Séries entières. 


4 Une série entière est une séric affectant la 
forme d'un polynôme dont les termes, en nombre 
infini, se succèdent suivant une loi déterminée, par 
exemple : 


1+Hr+2a + 82 + 4x + 5x +. 


Dans une série entière, les exposants de x vont géné- 
ralement en croissant. C'est donc sur les cocfficients 
que porte, le plus souvent, la loi de succession. Ici, les 
coellicients forment une progression arithmétique de 


raison F4 


Dans cette autre série entière : 


Ὁ ὃ 


x a? x" x" 
FACE LES 88: HORS Ἢ 
les coefficients forment une progression géométrique 


. l 
de raison — : 


8 
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Applications des séries entières. 


75. Nous avons vu que les polynômes sont particu- 
lièrement maniables : leurs dérivées et leurs intégrales 
n'offrent aucune difficulté de calcul. Or, il se trouve 
que presque toujours une fonction peut s'exprimer 
sous forme de série entière ou, comme on dit, peut 
se développer en série. De cette manière, l'étude des 
fonctions se ramène à peu près à celle des polynômes. 


Formule de Mac-Laurin, 


76. Les formules qui donnent le développement en 
série d’une fonclion sont dues aux mathématiciens 
TayLor et Mac-LAURIN (1). 

Voici la plus utilisée. — Soit y une fonction quel- 
conque de la variable x admettant des dérivées y', y", 
y'", etc. Représentons par y,, y}, y’, 84}, etc., les 


valeurs que prennent la fonction et ses dérivées suc- 
cessives quand on fait æ = 0. Avec celte notation, on 
a la formule : 

8 


δ᾿ ! FRE ’ : a 2) 
PT ἐπε in Jo Ton Dalles MP AUENEES 
qui est appelée : formule de Mac-Laurin. — La loi de 


succession des termes est aisée ἃ saisir. 


(1) Tayvon (1685-1731), mathématicien anglais, fervent admira- 
teur de Newton, 
Mac-Launin (1698-1946), mathématicien anglais. 


nn » 


2 - 
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Exemples. 

77. 19 Commençons par un exemple qui soit, en 
quelque sorte, une vérification de la formule précé- 
dente. 

Soit la fonction. 

Y= 2— 67 + 11. 

Nous avons : j 

pour æ=0, Us = 11; 


puis : 
y' = 2x — 6, 
d'où : 
pourtz—0, Ye——6: 
M 2, 
d'où : : 
pour æ= 0, YU —2 
y" Ξε- 0, 


et toutes les autres dérivées sont égales à zéro. 
Nous pouvons écrire le développement de Mac- 


LAURIN : 


y=11 + À (6) + TE) at — 6œ τι. 


Nous retrouvons bien la fonction proposée. 

Ayant affaire ici à un polynôme, le développement 
s'arrête après un nombre fini de termes; mais, géné- 
ralement, la série obtenue est illimitée. 

18. 2° l’renons un autre exemple, 801} : 
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Nous avons : 
1 
EDS 


1 
γ τ. -- ἡ +ar (Calcul différentiel, n° 157), 


d'où : 
, 1 
Taies ἈΠ ΕἼΣ ΠΕΣ En 
+ 2 (1 +x) ΟΝ 2 R 
(1 Ἐπ  (+z) 
d'où : 
yo —=2?; | 
4}} — À X 3 (1 +xh AE xs 
; (1 +x)' (1 +x) ? 
d'où : 


Yo mu — ὃ x 8, 


Écrivons le développement de Mac-LAURIN : 


l ΩΣ “5 
Ter DETTES 0 


L hu 
TEXTE D 


-- 1-- α Ἐ α"--- ὧδ +... 


On voit aussitôt que point n'est besoin de calculer 
boaucoup de dérivées p "7 amercevoir la loi de succes- 
sion des lermes : les coflicious. sunt alternativement 
+ et — 1. 


Calculs au moyen des séries. 
79. En examinant la formule de MAC-LAURIN (n° 76) 
on constate que les exposants de x vont sans cesse en 


1 
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croissant. Par suite, pour des valeurs très petites de x, 


les termes décroissent rapidement et l’on conçoit que 


les séries puissent servir à des calculs approchés. 


Prenons, par exemple, la fonction du numéro pré- 


et faisons x = = 0,1. Un ἃ 


1 | 
1+x 16 
rigoureusement : 


1 1 
= ————— = —— —= ὁ θυ), 
γ 1 +01 1 0,90909090 


cédent y τῷ 


Utilisons maintenant la série qui donne le dévelop- 


pement de + En nous bornant aux deux pre- 


1 
1- α 
miers termes, nous trouvons : 


y—=1—x—1 —0,1—= 0,900... 


d’où une erreur égale à 0,009090..., c’est-à-dire infé- 


; 1 ᾿ 
rieure à 0,01 ou π 1 


Si nous prenons les trois premiers termes de notre 
série, il vient : 


y—=1—x+ x —1—0,1—+ 0,01 — 0,91 


avec une erreur de 0,0009090,.., donc inférieure à 0,001 
1 


OU UOLE 


Dérivation et intégration des séries, 
80. La dérivée ou l'intégrale d'une série entière 


s'oblient en la dérivant ou en l'inlégrant terme ἃ 
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terme. La série obtenue est alors convergente dans les 
mémes conditions que la série proposée. 

Soit, par exemple, le développement obtenu plus 


haut : 


1 
ARTE “-- 1 — ὦ +xi— xt EL... 


on démontre qu'il γ ἃ convergence tant que x est com- 
pris entre — 1 et + 1. 


Intégrons lermeé à terme; nous aurons l'égalité : 


[rar = f — 


et celte nouvelle série est encore convergente lorsque 


Gal | x? 
τα α --- ττο τ τὸ + k 


x reste compris entre — 1 et + 1. 
A dr 
D'après le n° 52 et l'égalité {Ὠ Es Log x + k, la 


série précédente représente la fonction transcendante 
Log (1 + x) à une constante près. On montre, par 
ailleurs, que celte constante est nulle et qu'on a 
bien : 


E rh 2% 
Log (1 Τα) τεῦ -- πο + —..e 


Voilà donc un avantage précieux des sérics : la 
représentalion et le calcul des fonclions transcen- 
dantes. 

Pour continuer notre application, faisons x = 0,1 == 
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1 RCE , . 
Ἴθ᾽’ il vient avec les trois premiers termes de notre 
dernière série : 


1 1 Ϊ 
(PME TIGE μὰ ENT Eee 
690 30 2 
6000 6000 ἡ 6000 ᾽ἡ 
A ἘΞ 5 
Log (1,1) 8 000 0.095388. 


Les Tables en usage chezles mathématiciens donnent 
pour Log 1,1 la valeur 0,09531 ; avec notre méthode 
très simple, nous n’avons donc commis qu’une erreur 


égale à 0,00002 ou environ. 


2 
100 000 
L'intégration par les séries est employée couram- 


ment «dans les problèmes; plusieurs questions très 
imporlantes ont même élé résolues de cetie manière. 
Citons-en quelques-unes. 


Calcul des logarithmes. 

81. La fonction logarithme joue un rôle de premier 
plau dans la pratique des calculs qu'elle permet de sim- 
plifier beaucoup. Mais, pour cela, il est indispensable 
de conuaître les logarithmes des nombres employés, 
c'est-à-dire la valeur de la fonction logarithme pour tel 
ou tel nombre, On a donc été amené à construire des 
Tables et, précisément, les logarilhmes qui y figurent 
ont élé calculés à partir des séries. — On vient de 
voir. au numéro précédent, le principe de ce calcul. 
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Calcul de π. 

82. Le nombre π, rapport de la circonférence au dia- 
mètre (v. Géométrie plane, n° 198), à élé déterminé 
partant de polygones réguliers inscrits dans un cercl: 
Ce procédé est bon, mais lent. Les mathématiciens, 
désireux d'avoir un grand nombre de décimales, ont 
dû recourir à d’autres méthodes. Celle qui est restée 
classique est due à MACHIN. () : en voici rapidement 
le principe. 

Dans la série du n° 78, remplaçons x par 15; nous 
obtenons le nouveau développement : 


1 
1 + x 


τες Ÿ — pt Lot — ot LL... 


Prenons l'intégrale indéfinie des deux membres : 


dx ΩΣ οἱ x? 
LR PE pen 


| = dx 
Or, on démontre que intégrale fr est une 


fonclion transcendunte d'origine trigonométrique (?) 


fr dx κ΄ 
δ. ΤΡ ἡ ἂν 


d'où une formule qui donne la valeur de *r : 


f dx ὁ RE ΤΝ 4e | | 
ο 1 ν᾿ ἃ. 1} 3 δ. ΤΩΣ 


nm Dé À 


telle que : 


(1) Macuin (1744-1804) astronome français. 
(1) Ou appelle cette fonction : arc tangonte x. 


AI 
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qu'on peut encore écrire : 


Ἐπ OR NON ES PE 
Fe A SRE LEE ΤΟΝ 


Cette série, très peu convergente, n’est pas avanta- 


LU) 
somme des cinquante premiers termes. Mais le mathé- 


geuse : pour avoir π à près, il faudrait calculer la 


malicien MACHIN en modifiant les limites de l'inté- 
grale employée, a trouvé une formule élégante () qui, 
par le calcul de cinq termes, donne = = 8,14159; on 


1 ] 
obtient alors la valeur cherchée à 100 000 près. 


INTÉGRATION MÉCANIQUE — LES INTÉGRATEURS 


83. Comme pour 168 intégrales indéfinies, il existe, 
pour les intégrales définies, des appareils mécaniques 
qui en fournissent automatiquement la valeur. Ces 
appareils appelés inlégraleurs ou planimètres, s’ap- 
puient sur ce fait que le calcul d'une intégrale dé- 
finie revient à l'évaluation d'une aire, 

On a imaginé un grand nombre d'intégrateurs. 
Nous donuerons ici le principe du plus connu et de 
l’un des plus simples : le planimètre d'Amsler, 


_ ὃ -ν-- 


(1) Voici, à titre de curiosité, la formules da Macuin : 


1 1 
- [ 5 dx f 239 dx 
pri y, HE Je 14 ἀξ 


LU 


MOREUX. — Caicul rntégrai. 7 
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Description du Planimètre d’Amsler. 

84. Cet appareil se compose de deux tiges rigides 
articulées en À (fig. 30). L'une porte une pointe C que 
l'on peut fixer sur la feuille à dessin ; l’autre est munie 
d'une poinie ou d’un crayon M qui décrit la courbe dont 
on veut évaluer l'aire. Celle seconde tige [porte aussi 


Fig. 80. — Roprésentalion schématique d’un planimètre d'Amaler, : 


une roulette R qui est graduée ; un vernier prrmet en 
outre d'apprécier les dixièmes de division (fig. 32). 
Pour se servir du planimètre, on place la pointe ( en 
un point arbitraire de la feuille à dessin, mais choisi 
tel que le crayon M puisse décrire tout le contour de 
l'aire cherchée. On place ensuite le crayon en un point 
quelconque du contour et l'on décrit ce dernier avec le 
plus de précision possible jusqu'à ce qu’on soit revenu 
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au point de départ. En suppusant la roulette mise à 
zéro au début de l'opération, il suffit de lire le nombre 
indiqué pour avoir l'aire cherchée en centimètres 
Carrés. ἢ 

Théorie du planimètre. 


85. Les Liges étants rigides, la lougueur CA est cons- 
tante et, le point C‘étant fixe, le point décrit une 
circonférence (fig. 31). Par ailleurs, les longueurs 


Fig. Bo bis. — Planimètre d'Amsler. 


AM = let AR = l' sont des constantes propres à l'ap- 
pareil. 

Considérons deux positions infiniment voisines AM 
et A'M' de la seconde lige, Le mouvement de AM pour 
s'appliquer sur A'M' peut se décomposer en deux 
mouvements dislincte : 

19 Une translation dh, perpendiculaire à la tige, qui 
fait venir AM en A'M'; c'est le seul déplacement qui 
agisse sur la roulette ; 

20 Une rotation da autour de À’, qui applique A'M'! 
en A'M'. 
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Soit dU l'aire infinitésimale comprise entre AM et 
A'M'; nous allons montrer que : 


αὖ — aire d’un rectangles — aire d’un secteur circulaire. 


En elfet, dU se compose d'un rectangle limité par 
AM et A'M', de longueur ! et de largeur dh (:), 


er Fe 8:1. 
Théories du planiinètre d'Amsler. 


diminué de l'aire d'un secteur circulaire de rayon 


A'M' = ἰ οἱ d'angle da. 


pa 
Par suile : dU = ldh — er da. 


Toutefois, il peut arriver que la rotation da s'effec- 
tue en sens contraire. Dans ce cas, dU serait non plus 
la différence entre un rectangle et un secteur circu- 


(1) Rigoureusement parlant, on n'a pas affaire à un vrai rec- 
tangle ; mais il ne faut pas oublier que la quantité {dh esi un 
infiniment pelit du 1“ ardre, laudis que les quautilés négligées 
gont des infiniment petits du 1° ordre. 
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laire, mais la somme de ces deux surfaces, et l’on 


aurait : 


£ 
dU = idh + . da. 


Finalement, on peut dire qu'on a, dans tous les cas, 
l'égalité : 


{a 
εἰ ἃ = ldh + ΚῚ da, 


Quant au déplacement 
de la roulette, il peut s'ex- 
primer par une translation 
dh augmentée d'un arc de 
cercle de rayon AR =« ἐ' et 
d'angle da, soit : 

dS == dh + l'da 


Mulliplions les deux 
membres de cette égalité 


par ἰ οἱ retranchons le pro- 
duit obtenu de l'égalité écrite un peu plus haut ; il vient : 


ἃ 
αἴ) —1dS = Idh + Le da — Idh —Ul'da 


A à : 
= (+50) de 


Si l’on envisage l'intégrale définie correspondant au 
contour entier dont on veut évaluer l'aire, le crayon M 
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revenant à son point de départ, les valeurs extrêmes 
de l'angle α sont égales. Par suite, l'intégrale définie 
du second membre est nulle, puisque ses limites sont 


ἢ Ἀ 
égales et que le facteur (+ τὰ — ur) est constant, On 


a donc : 


4«Ὁ--ἰ [45 =0 


ou : 4α«ὖ = 1 f ds. 


On voit ainsi que l'aire à évaluer {αὖ est bien pro- 
portionnelle à {«5, c'est-à-dire au déplacement de la 
roulette. 

Le planimètre d'Amsler ἃ été inventé en 1854; sa 
simplicité et l'aisance avec laquelle on l'emploic ont 
favorisé sa grande 
diffusion. 


P 86. Parmi Îles 
appareils plus ré- 


Ur 
4 — — +) cents, nous don:- 


0 
ete nons, à la fgure33, 


Fig. 38. .- Planimètre de Pritz. l'in tégrateur le 
plus simple de 


H 


tous, dû à PRYTZz et imaginé vers 1887. Le planimètre 
Prytz, qui se compose essentiellement d'une lige 
d'acier recourbée à ses deux extrémités, repose sur 
une théorie assez délicate et son emploi est moins 
simple que celui d'AMSLER. 


QUATRIÈME LEÇON 


LA MÉTHODE INFINITÉSIMALE 


87. Nous avons vu successivement en quoi consistent 
une limite, un infiniment petit. une dérivée, une inté- 
grale ; il nous resle à préciser l'usage et le but de ces 
notions. 

Dès maintenant nous allons nous familiariser avec 
une méthode scientifique nouvelle, dite infinitésimale, 
mais qui n’est au fond que la méthode des limites. 

Voici le principe fondamental sur lequel repose 
cette méthode; il ue sera pas complèlement nouveau 
pour vous, car nous l’avons déjà rencontré au n° 194 


de is Géomélrie plane. 


Principe fondamental. 

88. Lorsqu'une égalilé subsisle entre plusieurs quan- 
tilés pendant qu'elles varient, celle égalité subsiste 
encore quand on passe à la limile. 

Prenons quelques exemples très simples qui nous 
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permettront de vérifier ce principe sans avoir besoin 
de recourir à des démonstrations d'ordre mathéma- 
tique, rigoureuses et difliciles. 


Exemples. 

89. 19 Considérons un trapèze ABCD (fig. 34), sa 
surface est égale à la demi-somme des bases multipliée 
par la hauteur : 

b +b' ; 
S=—— X À (Géométrie plane, n° 91). 

Supposons qu'on ait affaire à un trapèze variable 
dans lequel le point B se rapproche indéfiniment de À : 

A ANR la longueur b’diminuealors 


ῥ---- 
' 


constamment. Passons à la 
limite : le point B étant 
venu en À, letrapèze n'existe 


Ὸς 


Ό 


plus, il a fait place à un 


Fig. 34. 


triangle. La quantilé b’ est 
égale à zéro tandis que b et ἢ n’ont pas varié. 
St l'on applique, entre les limites, la relation précé- 
dente, il vient : 


b 


S=xh 


qui exprime que la surface d'un triangle est égale au 
demi-produit de la base par la hauteur, — Or cette 
proposition étant parfaitement exacte, le principe 
fondamental 86 trouve ainsi vérifié, 
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90. 29 Prenons un autre exemple tiré de l’Algèbre. 
Soient deux fonctions : 
2x +1 ne REA PRE 
PR RE SRE TU ET ας 
On a évidemment ; YŸ == 3y. 
Si z augmente indéfiniment, yet Y sont susceptibies 
d’avoir des limites et l'on doit pouvoir écrire d'après 
le principe fondamental : 


lim Υ x 8 lim y. 


Or,ona: 
1 
2x + ΠΣ 
Myers 5 4 
x ALL 
d'où, pour # == © ; 
: 2 +0 
my sa 2, 


De même, pour l’autre fonction : 


at PR) 
6x +-3 ΩΣ 
τε μὴ ὙΠ 
ga 
x 
d'où : 
|  6+0. 
lim Ὑ — rude à 


Finalement, on obtient bien l'égalité prévue : 


Lion Y == 3 lim y 
ou : | 
6=m3X2 
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À la réflexion, ces résultats paraissent tout à fait 
naturels : s’il subsiste, en effet, une égalité entre plu- 
sieurs quantités, malgré les variations de celles-ci, on 
n’aperçoit aucune raison pour que cette égalité cesse 
lorsque les quantités atteignent leurs valeurs limites. 


Application du principe fondamental. 

91. Vous pressentez déjà l'usage que nous allons 
pouvoir faire de notre principe. Lorsqu'on ne peut 
résoudre un problème, c'est-à-dire lorsqu'on ne peut 
trouver la relation cherchée entre les éléments donnés, 
on subslitue à ceux-ci d'autres graudeurs qui ont ces 
éléments pour limites. 

On s'efforce alors de trouver une relation entre ces 
nouvelles grandeurs, puis on passe à la limite. La 
même relation devant subsister entre les limites, 
celle-ci satisfait au problème lui-même. 


Exemples. 

92. 1° Voyons d’abord une application de la méthode 
infinitésimale déjà utilisée en Géométrie plane. 

Soit à calculer l'aire d'un cercle connaissant la lon- 
gueur de la circonférence et le rayon. 1] s'agit d'obtenir 
une relation, une égalité entre l'aire S, la circonfé- 
rence ( et le rayon ἢ. 

Ne pouvant obtenir directement cette égalité, nous 
substituons aux éléments précédents des grandeurs 
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variables ayant pour limites ces mêmes éléments. 
Pour cela, il suffit de considérer un polygone régulier 
inscrit dans le cercle (fig. 35); en doublant indéfini- 
ment le nombre des côtés, ce polygone aura évidem- 
ment le cercle pour limite. 

Mais, par ailleurs, nous connaïssons une relation 
entre la surface s de ce polygone, son périmètre p et 


Fig. 88. 


son apothème r : la surface est égale au produit du 
périmètre par la moilié de l'apothème, ou : 


Sp χε. 


Or, quand le nombre des côtés du polygone aug- 
mente indéfiniment : 
la surface 5 du polygone a pour limite la surface S 
du cercle : 
le périmètre p a pour limite la circonférence C; 
l'apothème r a pour limite le rayon R. 
La relation précédente devant, en vertu du principe 


fondamental, subsister entreles limites, nous écrirons : 


R 
δ πα C ἈΌΤΟ 
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ce qui s'énonce : la surface d’un cercle est égale au 
produit de la circonférence par la moilié du rayon (1). 


93. 2° Souvent l'application de la méthode infinité- 
simale se fait d'une manière moins nette et moins 
apparente. Ainsi, ce n’est pas une autre voie que nous 
avons suivie, en Calcul différentiel, pour déterminer 
l'équation d’une tangente. 

Ne sachant pas écrire directement cette équation, à 
la tangente nous avons substitué une sécante, que 
nous avions l'avantage de bien connaître ; or, la posi- 
tion limite d'une sécante, quand les deux points d'in- 
tersection viennent se confondre, est précisément la 
tangente cherchée. Il suffit donc, dans l'équation de 
la sécante, de passer à la limite pour avoir celle de la 
tangente. 


94. Tel est tout le secret de la méthode infinitési- 
male. Comme on vous l'a souvent répété, vous avez 
déjà appliqué cette méthode sans vous en douter. Mais 
ces réflexions vous permettront de comprendre bientôt 
ce qu'est exactement le calcul infinitésimal. 


Méthode algébrique et méthode infinitésimale. 

95. Vous voyez maintenant la différence entre la 
méthode algébrique et la méthode infinitésimale. La 
première opère directement sur les éléments proposés. 


= 


(1). C'est la méthode qui ἃ 614 sulvio au n° 196 dans : Pour 
comprendre la Géométrie plane. 
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Dans la seconde, au contraire, on les remplace par des 
éléments ficlifs susceptibles de s’en approcher indéfi- 
niment, et lon détermine pour ces éléments fictifs les 
relations qu’on ne saurait établir pour les éléments 
proposés réels. En somme, la méthode infinitésimale 
est une méthode indirecte ; elle fait un détour, mais 
quoi de plus naturel, quand on ne peut surmonter un 
obstacle, que de le contourner pour parvenir au 
but !.. 


Comment appliquer la méthode infinitésimale. 

96. Dans la pratique, la méthode infinitésimale 
comprend donc deux parties : 

19 Chercher un nouveau système d’inconnues, de 
variables qui, pour être substituées aux éléments 
réels donnés, devront avoir pour limites ces mêmes 
éléments. 

2° Trouver les relations entre les nouvelles variables. 

La seconde partie est un problème d’algèbre ; c’est 
généralement une mise en équation et l'intuition, la 
sagacité du calculateur peuvent, seules, le guider. 
Quant à la première partie, qui appartient en propre 
à la méthode Infinitésimale, elle fera l’objet de quel- 
ques remarques, 


Choix d’un nouveau système de variables. 
97. La condilion essenticlle pour qu'on puisse subs- 
tituer à une donnée du problème une nouvelle variable 
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est que celle-ci ail pour limite la quantité donnée 
(n° 91) ; en termes plus précis, il faut que ces deux 
grandeurs différent d’une quantité infiniment petite 
par rapport à elles-mêmes. 

De cette règle générale, on tire des règles particu- 
Bières s’appliquant à certains cas. Voyons-en quelques- 


1105, 


98. 1° Toul d’abord, quand il 5᾽ ἀρ! τς quantités 
finies, on peut énoncer ce principe évident : dans le 
cours d’un problème, deux quantités variables finies, 
dont la différence est un infiniment petit, sont tou- 
jours susceptibles d’être substituées l’une à l’autre. 

Exemple. — Nous avons vu que toute fonction peut 
être développée en série (n° 75). Or, la différence 
entre la fonction elle-même et son développement, 
pour certaines valeurs de x, peut devenir aussi petite 
que l’on veut : c’est un infiniment petit. On com- 
prend donc que, dans les applications infinitésimales, 
on remplace souvent une fonction par son développe- 
ment en série ; c’est d’ailleurs ce qu'ont fait les mathé- 
maticiens dans nombre de problèmes théoriques 


importants concernant l’étude des fonctions. 


99. 20 Si l’on ἃ affaire ἃ des infiniment petits, la 
règle générale nous apprend que deux infiniment 
petits peuvent être substitués l’un à l’autre pourvu que 


leur différence soit infiniment petite par rapport à 
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eux-mêmes. En d'autres termes, il faut que les denx 
inliniment pelits soient de même ordre et qu'ils dif- 
férent d'un infiniment petit d'ordre supérieur. On dit 
alors que ce sont des infiniment petits équivalents. 

Exemple. — Reprenons le problème, déjà étudié en 
Calcul différentiel, qui consistait à mener une tangente 
à une courbe. On considère 


LV 4 


d'abord une sécante MM, Ὶ 

puis faisant tendre le point M’ 

M' vers M. la sécanie ἃ /} 

pour limite La tangente MT / / ΡΩΝ 
(fig. 36). Dans ce passage , Ζ, di 

à la limite, l'accroissement LE NAT δ σὲ Na 


de l'ordonnée 4y = Ne ΟἿ 
la portion d'ordonnée NT | 
sont des infiniment petits FRS 

du premier ordre; au contraire, l’autre portion d'or 
donnée TM' est un infiniment petit du second ordre 
(v. Calcul différentiel, n° 139). La grandeur TM' étant 
la différence entre les longueurs NM' et NT, ces deux 
dernières pouvent, dans tout problème infinitésimal 


se substituer l'une à l’autre. 


100. 3° À cause de leur propriété de pouvoir se 
remplacer muluellement, les infiniment pelits équiva- 
lents jouent un rôle important en Analyse mathéma- 
tique. La règle précédente dorne un moven de les 
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reconnaître ; il en existe un autre, non moins utilisé. 

On démontre, en eflet, que deux infiniment petits 
sont équivalents lorsque la limite de leur rapport est 
égale à 1. Par suite, on peut toujours substituer l'un 
à l’autre deux infiniment petits qui satisfont à cette 
condition. 

Exemple. — Considérons à nouveau un hexagone ins- 
crit dans un cercle (fig. 37), en doublant indéfiniment 
le nombre des côtés, 
Ra TC chacun de ceux-ci de- 


vientuninfinimentpetit, 


en même temps que. 


A D l’arcsous-tendu: ainsi la 

| corde BC deviendra in- 

finiment petite en même 

temps que l'arc BMC. 

Fig. 39. Et, par ailleurs, on 

prouve en Géométrie 

que le rapport de la corde à l'arc, quand l’un des deux 

tend vers zéro, a pour limite 1. De ce fait, on pourra 

dans un problème, remplacer l'arc BMC par la corde 

BC; c’est précisément ce qu'on fait pour évaluer la 
longueur de la circonférence. 

On peut noter que la flèche MI est un infiniment 
petit du second ordre tandis que BG et l'arc BMC sont 
du premier. Cette flèche ne saurait donc en aucun cas 
remplacer l'arc BMC correspondant. 
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101. 49 Remplacer un infiniment petit du premier 
srdre par un autre qui n’en diffère que d'un infini- 
ment petit du second ordre revient à négliger les infi- 
uiment petits d'un ordre supérieur au premier. On 
peut donc énoncer cette autre règle particulière : on 
peut supprimer dans les calculs tous les infiniment 
petits d'ordre supérieur au premier. — ἢ est clair, 
d'ailleurs, qu'on ne se sert pas de ceux-ci pour la 
détermination des limites : ils n’ont aucune influence 
sur ces dernières. 

Exemple. — Dans la Première leçon, pour évaluer 
l'aire curviligne du n° 2, nous l'avons décomposée en 
rectangles infiniment petits du premier orûre et en 
parlies résiduelles qui sont des infiniment petits du 
second ordre (v. n° 4). Puis, pour faire la somme, 
nous avons négligé ces dernières et nous n’avons con- 
servé que les rectangles, qui donnent une limite 
finie. 

Sur cet exemple, vous pouvez vérifier que celte 
quatrième règle ne diffère pas essentiellement de la 
seconde. C’est, en effet, la même chose de dire qu'on 
néglige les triangles curvilignes, infiniment petits du 


2e ordre, ou bien de dire qu’on remplace une aire 


infiniment pelite du 1er ordre par celle d'un rectangle 


équivalent ; ces deux aires sont, en effet, équivalentes 
comme étant du 1er ordre et ayant pour différence uu 
autre infiniment petit qui est du second. 


MOREUX. — Caicu! Yntégrnl. : 8 
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Méthode du Caleul intégral. 

102. Les dernières remarques ou règles relatives aux 
infiniment petits sont surtout en usage dans le Calcul 
intégral. Le plus souvent, un problème de Calcul inté- 
gral comprend trois parties : 

19 Décomposition de la grandeur inconnue à évaluer 
en infiniment petits également inconnus. 

29 Substitution à ceux-ci d’autres infiniment petits 
équivalents, mais qu’on sait calculer. 

3° Sommation de ces nouveaux infiniment petits 


par une intégrale qui fournit l’inconnue. 


Cette méthode est rigoureuse. 

103. Après ce que vous venez de lire, vous pouvez 
vous rendre compte que ce procédé est strictement 
rigoureux. Et cependant il n’y ἃ pas bien longtemps 
qu’on la compris ; à l’origine, l’un des inventeurs de 
la méthode, ΘΝ τὰ, croyait oblenir un résultat seu- 
lement approché, et non parfaitement exact. Ce n’est 
que de nos jours, en analysant profondément la méthode 
employée qu’on en a reconnu la rigueur. 


ANALYSE INFINITÉSIMALE. 


104. L’Analyse infinitésimale est la branche des 
mathématiques qui ἃ pour objet l’application au calcul 
de la méthode infinitésuinale ou méthode des limites. 
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À première vue, on peut croire qu’on rencontre pour 
les limites un nombre indéfini de formes différentes ; 
or, praliquement, il n’en est rien. 

Tout d’abord, la notion de limite est susceptible de 
se réduire à celle d'infiniment petit, en effet, dire 
qu'une variable x a pour limite un nombre 3, par 
exemple, revient à dire que la différence x — 8 a pour 
limite zéro ou que c'est un infiniment petit. 

En outre, si l'on remarque que les opérations 
mathémaliques essentiellement diflérentes sont au 
nombre de quatre : addition, soustraction, mullipli- 
cation et division, on comprend déjà que les limites 
ne peuvent guère se trouver en nombre supéricur à 
quatre : 

Mais {l y a mieux : la soustraction et la multiplica- 
tion ne sauraient nous intéresser. En effet. une diffé- 
rence dont les deux termes sont des infiniment petits 
a nécessairement pour limite zéro; c'est donc un inf- 
niment petit: De même, la multiplication de deux 
infiniment pelits donne pour produit un autre infini- 
ment petit d'ordre supérieur. Toutes ces quantités 
tendant vers zéro, n'oni pour nous aucun intérêt. 

Au contraire, dans la division, bien que le dividende 
et le diviseur tendent vers zéro, c’est-à-dire soient des 
infiniment petits, le quotient peut fort bien avoir une 
limite non nulle. De même, une somme de termes 


infiniment petits est susceplible de tendre vers une 
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limite si le nombre de ces termes augmente indcfini- 
ment. 

Finalement, il ne reste plus que deux formes essen- 
ticiles de limiles : {es limiles de quolient, ou de rap- 
port, et Les limiles de somme. 


Calcul différentiel. 


105. Les limites de quotient s appellent dérivées et la 
science qui en traile est le Calcul difJérentiel. — Une 
dérivée possède ce caractère de pouvoir toujours 8e 
calculer au moyen de règles connues. déterminées, ce 
qui lui a valu son nom. On donne, en eflet, à cette 
limite le nom de dérivée parce qu'elle dérive de la 
fonction donnée d’après des lois constantes. 

Quant au Calcul différentiel, ses premières applica- 
tions sont, en Géométrie, la délermination des tan- 
gentes el, en Mécanique, le calcul des vitesses. — Nous 
ne nous étendrons pas davantage sur celte science qui 
a fait l'objet du précédent ouvrage. 


Calcul intégral. 


106 Les limites de somme, nous l’avons vu, sont 
appelées intégrales et la science qui s'en occupe est le 
Calcul intégral. A l'encontre du Calcul différeutiel et 
comine nous l'avons déjà fait remarquer (v. n° 27), ce 
calcul manque d'un procédé certain, infaillible pour 
calculer 168 limites de somme 
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Le célèbre mathématicien LAGRANGE (ἢ assimile 
ces deux méthodes de calcul aux opéralions élémen- 
aires de l’arithmétique. Chacun sail qu'on peut tou- 
jours effectuer complètement et rigoureusement une 
multiplication ou une élévation à une puissance ; au 
contraire, les opéralions inverses, division et extrac- 
tion de racines, ne sont pas toujours possibles rigou- 
sement et ne dannent, dans bien des cas, que des 
résultats approchés. Par exemple, si l'on peut tou- 
jours multiplier un nombre par lui-même ou en for- 
mer le carré, il est impossible d'extraire la racine 
carrée du nombre 2 d'une manière rigoureusement 
exacte. Le nombre V2 est incommensurable el pourtant 
il a une existence réelle οἱ même obligée, puisqu'on le 
trouve en évaluant la diagonale d'un carré de 1 mètre 
de côté (v. Géom. plane, n° 173). Les incommensu- 
rables ne sauraient s'exprimer, néanmoins ils sont 
utilisés pratiquement, 

Il en est de même des intégrales qui représentent, 
en quelque sorte, une opération inverse du calcul des 
dérivées (n° 18). 

Tandis que celles-ci sont toujours susceptibles d'être 
calculées, les premières sont lelles que, pour la plu- 
pari nous ignorons comment en exprimer les valeurs ; 


bien plus, nous savons parfois qu'une intégrale ne 


(1) Lacnanes (1736-1813, illustre mathématicien. né à Turin, 
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peut s'exprimer d'aucune manière, mais, persuadés 
de son existence réelle, nous n’hésilons pas à l’uliliser. 
Ce n'est d'ailleurs pas sans difficulté. Que de détours, 
de lâtonnements, d'artifices pour parvenir à rendre 
utile une intégrale dont l'expression est inconnue! 
leureusement, les efforts des mathématiciens n'ont 
pas été vains, et l'on peut dire aujourd’hui qu'il n’y a 
pas un problème important de Mathématiques ou de 
Physique qui n'ait reçu une solution approchée sans 
doute mais au demeurant fort satisfaisante. 


Analyse infinitésimale. 

107. L'ensemble du Calcul différentiel et du Calcul 
intégral est souvent appelé : Analyse infinitésimale. Ce 
dernier mot, qui signifie infiniment pelil, se comprend 
de lui-même; quant au mot analyse, il est synonyme 
d'algèbre : l'analyse infinitésimale est donc l'algébre 
des infiniment petits. 

En mathématiques, on dit qu'on fait de l'algèbre 
ou de l'analyse lorsque, dès le début, on suppose le 
problème résolu ; en algèbre ordinaire, par exemple, 
on suppose l'inconnue déjà trouvée, on l'appelle x et, 
de proche en proche, on en calcule la valeur. 

Dans la méthode qui s'oppose ἃ l'algèbre et qu'on 
nomme géométrique et parfois synthélique, on ne sup- 
pose jamais le problème résolu au début. On part de 
résultats démontirés antérieurement et l’on en déduit 
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la valeur de l’inconnue, L’Arilhmétique, la Géométrie 
plane et dans l'espace procèdent surtout de la mélhode 
synthétique (Ὁ 


Quelques mots d’Histoire. 

108. Dès l’origine, les deux sciences, Algèbre et 
(réométrie, existèrent simultanément : les Grecs furent 
plutôt géomètres tandis que l’Algèbre avait la préfé- 
rence chez les Hindous et les Persans. Quant à la 
méthode infinitésimale, elle fut entrevue par Archi- 
mède. Déjà, certains mathématiciens du ve siècle avant 
J.-C. avaient tenté d'évaluer l'aire du cercle en calcu- 
lant celle de polygones réguliers inscrits ou circons- 
crits, mais Archimède fut le premier à évaluer systé- 
maliquement une grandeur inconnue en la considé- 
rant comme la limite d’une autre grandeur qu'on sait 
calculer. Il posait ainsi le principe fondamental de la 
méthode infinilésimale, mais ne donnait aucune règle 
générale de calcul. Toutefois, il résolut, par des arti- 
fices divers, plusieurs problômes importants et, en 


particulier, trouva pour x lu valeur approchée par 


(1) Il arrive parfois, en Géométrie, que ἴδ solution d'une ques- 
tion commence par ces mots : Supposons le problème résolu... 
Dans ce cas, on applique, en réalité, la méthode analytique. Ce 
scrail donc une erreur de croire qu’une science lout entière 
s'appuie sur une méthode unique ; au contraire, les sciences se 
montrent très souples dans leurs méthodes. D'ailleurs, on sait 
que toutes les sciences so pénètrent mutuellement en ce qui cou- 
corne leurs objets ou leurs procédés. 
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29 
excès 75 celle-ci est encore utilisée dans certaines 


questions pratiques n’exigeant pas une grande appro- 
ximation. 

Mais, si la Géométrie reçut un vif essor dès Evoz:pE 
(320-275 av. J.-C.), l'Algèbre ne fut vraiment constituée 
avec loute sa généralilé qu'à partir de ΨΊΝΤΕ (0), au 
xvie siècle. Et le Calcul infinitésimal dut encore 
attendre avant de devenir une science. Le Français 
ÎFERMAT (1601-1665) résolut d’abord complètement le 
problème de la détermination de la tangente à uno 
courbe par une méthode qui n’est autre que celle des 
dérivées. Puis les fondements du Calcul différentiel οἱ 
intégral furent publiés en Angleterre par NEWTON 
(1642-1727) et en Allemagne par LEIBNIZ (1646-1716). 
On a discuté beaucoup pour savoir lequel avait la prio- 
rité de la découverte : il paraît sage de conclure, avec 
la plupart des savants contemporains, que ces deux 
mathématiciens de génie ont inventé séparément cette 
puissante méthode. 

Cependant, leurs notations étaient diflérentes. 
NEwToON, se plaçant à un point de vue concret, avail 
surtout en vue la Mécanique. [l appelæit ia variable, une 
fluenle, parce qu'il considérait qu'elle s'écoule a vec le 
temps, et sa vitesse d'écoulement était nommée paï lui 


(1) Vrère (1540-1603), mathématicien français que l’on consi- 
dère comme l'inventeur de l’Algèbre moderne. 
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fluxion. Une fluxion est en γέδ! τς une dérivée et le 
Calcul différentiel ainsi exposé par NEWTON pouvait 
s’intituler : Calcul des fluxions. La fluxion ou dérivée 
première de y était représentée par y, la fluxion de y 
ou dérivée seconde de y par 1], et ainsi de suite. 


LEIBNIZ, au contraire, adoptant un point de vue 
di 

plus abstrait, découvrit la notation différentielle : Ξ Fe , 
(ἰι 

ax" ” 

plus commode, a prévalu au point que les élèves de 


etc. C'était un gros avantage. Cette notation. 


NEWTON ne prirent aucune part importante aux pre- 
miers progrès de l'Analyse infinilésimale. 

Celle-ci et la notation différentielle furent vulgari- 
sées par Jacques BERNoOULLI (1654-1705) et son frère 
Jean ISERNOULLI (1667-1748). En France, on connut 
surtout le nouveau calcul grâce à L'HosPrraL (1661- 
1704), élève du précédent. 


CINQUIÈME LEÇON 


LE CALCUL INTEGRAL APPLIQUÉ 
Α LA GÉOMÉTRIE 


109. Dans les pages qui vont suivre, nous allons 
étudier l'application de la méthode infinitésimale à 
cerlaines questions de Géométrie. Cette application 


# 
se fera surlout en vertu des règles exposées aux n°8 97 
et suivants. 


CALCUL D AIAES 


110. Nous avons déjà montré, dans la F'remière 
leçon. qu'une aire s'exprime par une intégrale définie, 
Ici, nous reprendrons la question en la traitant d'après 


les principes que nous avons énoncés sur la méthode 
infinitésirnale. 


Aire d’une parabole. 
111. Considérons à nouveau la parabole d’équation 
y = αὐ et soit à évaluer l'aire AA'B'B (fig. 38) où 
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OA = 23 et OB = 10. Adoptons la marche du n° 101 : 

19 Décomposilion de la grandeur inconnue en infini- 
ment pelils. — Pour décomposer l'aire, il suffit de 
diviser le segment AB en infiniment pelits par des 
points intermédiaires et de mener mar ceux-ci des 
parallèles à ΟΥ̓. Nous oblenons 
ainsi de peliles surfaces qui 


Υ 


ont la même forme que 
AA'B'B, c'est-à-dire celle de 
trapèzes curvilignes. Nous ne 
savons donc pas mieux évaluer 
une de ces surfaces partielles 
que l'aire totale, mais c'est ici 
que va intervenir le principe 
fondamental de notre méthode 
(n° 91) : remplacer les élé- 


ments donnés par d'autres qui 


Fig. 38. 
s'en approchent indéfiniment, 


29 Substilulion aux infiniment petits précédents d'in- 
finiment pelils équivalents. — En vertu du n° 99, nous 
remplaçons les petils trapèzes curvilignes, tels qne 
MPRQ, par les petits rectangles correspoudants, 
comme MNRQ. 

Il est aisé de se rendre compte que ces infiniment 
petits sont équivalents, En effet, à la limite, quand les 
points Q et R sc rapprochent indéfiniment, le trapèze 
MPRQ et le rectungle MNRQ deviennant iuliuimeut 
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petits dans une seule de leurs dimensions : la largeur 
RQ ;ils sont du 1° ordre. Mais leur différence est égale 
au triangle curviligne MNP et celui-ci, à la limite, 
devient infiniment petit dans deux de ses dimensions : 
MN et ΝΡ; il est donc du 2395 ordre. Par suite, le rec- 
tangle et le trapèze, ayant pour différence un infni- 
ment pelit d'ordre supérieur, peuvent se substiluer 
l'un à l’autre en toute légitimité. 

D'après le n° 101, on pourrait aussi bien énonce: 
l'opéralion précédente en disant qu'on néglige les 
infiniment petits du 2+ ordre, tels que MNP, pour ne 
conserver que ceux du 1° ordre, qui sont les rec- 
tancles. 

3° Sommalion des nouveaux infiniment pelits par une 
intégrale. — Après avoir remplacé chacun des trapèzes 
infiniment petits par le rectangle correspondant, nous 
devons eflectuer la somme des rectangles. 

Pour cela, considérons encore le rectangle MNRO; 
son aire est égale à : 

ΟΜ x QR. 

Or, 

ΟΜ -- ἡ --- χ"; 


quant ἃ QR, c'est un infiniment petit mesuré sur 
l'axe des x qui peut, par suile, être exprimé par dx, 


de sorte que l'aire précédente vaut : 


ΟΜ x QR -- χ'άχ 
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L’aire totale AA'B'B, étant la somme des rectangles 
analogues à MNROQ, sera une somme d'un nombre 
infini d'infiniment petits, c’est-à-dire une intégrale, 
Cette aire étant comprise entre les ordonnées limites 
AA’ (2 =2) et BB’ (x = 10), ce sera l'intégrale déf- 


nie : 
10 
8..- [ rx? dr. 


Cette intégrale se calcule immédiatement (n° 13): 
ἘῸΝ pe Li 1 000 8 992 
S = F qu | — er M M -- -- = | 


112. Si nous voulons l'aire OBB', les ordonnées 
limites étant ΟΥ̓́ (x = Ο) et BB’ (x = 10), nous pou- 
vons écrire aussitôt qu'elle est égale à l'intésrale 


NET æ' dx, 


et cette dernière a pour valeur : 


rap 1 000 
“ἘΞ ὲ = 3 —=933,333.%: 


définie : 


113. Remarque.— Considérons le rectangle construit 
sur les droites OB et BB’ limitant le segment parabo- 
ligue OBB”. L'aire de ce rectangle vaut : 

OB x BB'== 10 x 100 — 1 000 


, | 
On voit que l'aire du segment parabolique est le-; 
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de celle du rectangle correspondant. Ce résultat ον 
général. 
Par suite, l’aire de l’autre segment parabolique OCB' 
9 
vaut les πτ de celle du même rectangle, soit : 


2 2 000 


«= 666,668... 


Aire du triangle 

114, Soit à calculer l'aire limitée par la droite ΟἹ" 
Y | d'équalion y — x, l'axe OX 
et la parallèle AB à ΟΥ̓ telle 
que OÀ = 3 (fig. 39). C'est 
celle d'un triangle reclangle 
quon pourrait obtenir par 
la Géométrie plane, mais 


thode infinilésimale. 
19 Mélhode géométrique. 
Considérant OA comme 
base et AB comme hauteur, 


l'aire du triangle OAB vaut ; 


1 
S. OAB — — x OA x AB. 


SIOA =23, AB—y—?r—2x3—0, d'où: 


| 
5. OAB — =) a X ὃ © @, 


nous uliliserons encore la mé- 


peur Ὁ metre een 
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20 Méthode infinitésimale. 

Nous procédons exactement comme au problème 
précédent : 

Décomposition en infiniment petits par la division 
du segment OÀ en segments infiniment petits; les 
aires partielles ainsi formées ont la forme de tra- 
pèzes. 

Subslilution à ces trapèzes, tels que MPRQ, des rec- 
tangles correspondants, comme MNRQ, qui sont des 
infiniment petits équivalents. Leur différence, en 
effet, est le triangle MNP, infiniment petit du 2e ordre. 

Sommalion des nouveaux infiniment pelits, c’est-à- 
dire des rectangles, par une intégrale. Or, l'aire du 
rectangle MNRQ est égale à : 


QM x QR, 
et ΟΝ = y = 2x tandis que QR — dx, de sorte que : 
S. MNRQ - ΟΜ x QR = 2xx. 


Comme l'abscisse de Ὁ est zéro et celle de Α est ὃ, 
l'aire du triangle OAB est l'intégrale définie : 


1% 2x dx. 


La primitive de 2x étant x? + Καὶ (n° 16), on a immé:- 
diatement : 


LA: de. 
S. OAB ΞΕ ΤΙΝ Qxdx — Le — 9. 
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Ce résultat est bien conforme à celui trouvé par 


la méthode géométrique. 


Formule générale. 

115. Tout calcul d'aire est semblable aux deux pré- 
cédents, Il est donc inutile de refaire, pour chaque 
problème, le raisonnement complet. 

D'une manière générale, l'aire comprise entre l'axe 
des Tr, deux parallèles à ΟΥ̓ d’abscisses données οἱ une 
courbe d'équation connue est égale à l'intégrale 


Γ᾽ ydx, 


quand on re nplace y par sa valeur tirée de l'équation 


définie : 


de la courbe et les limiles a et b par les abscisses 
données. 

Voyons encore quelques exemples de déterminations 
d'aires où nous nous bornerons à appliquer la formule 
ci-dessus sans refaire le raisonnement propre à la 


méthode infinitésimale. 


116. Aire du trapèze. — Nousavons déjà évalué l'aire 
d'un trapèze au n° 16. Toutelois, nous allons refaire 
ici un calcul de ce genre pour montrer l'application 
de notre formule. 

Soit donc le trapèze ΑΛ’ Β΄ Β (fig. 40) formé par l'axe 
OX, la droite d'équalion y = x et les deux ordonneés 
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d'équations x — 4 et x — 6. D'après la formule géné- 


rale, l'aire de ce trapèze est : 
S. AA'B'B — [ya = (ad. 


τ8 
Et, comme la primitive de æ est -- - -Ἐ k (n° 32), il 


vient : 
"#1 36 16 a N 
Ἢ ΠΣ... = se lise nas ne ds En πα 
SAABB= fade] τ] - 5 “-8-ϑεειο. 
4 


Par ailleurs en Gécinétirie, cette même aire serait 


Fig. 4o. 


évaluée comme la demi-somme des bases multipliée 


par la hauteur, où : 


ΑΛ’ - BB’ ᾿ 
SERA RE RES AS + x 2= 10. 


Ces deux résultats sont bien identiques et se vérifient 
mutuellement. 


MOREUX. — Cuicul Intégral. 9 
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117. Aire du rectangle. — Soit le rectangle OABC 
formé par la droile CB, d’équation y — 3, l'axe OX οἱ les 
deux ordonnées OC et AB d'équations x = 0 et x = 4 
(fig. 41). 

Appliquant notre formule générale, l'aire de ce rec- 
tangle est égale à : 


S.OABC = [μά = f"sdz, 
d'où : | 
8. OABC=3 f'dr=3[r| =3(4—0=12 


Et l’on vérifie aussitôt que ce résultat est conforme 


\ à celui que donne la Géométrie : 
Ὄ S. OAB C — OA x OC = 4 X 8 -- 12. 
j 118. Aire d’un segment d’hyper- 


bole. — Soit l’'hyperbole déjà étudiée 
ε ἶ 1 
d'équation y = π᾿’ Proposons-nous 


AT d'évaluer l’aire comprise entre cette 
courbe, l'axe OX et deux ordon- 
nées Tire enr, i 
Cette fois, la Géométrie ne nous donne aucun pro- 
cédé et nous devons nous appuyer sur le Calcul inté- 
gral. 


D’après notre formule, l’aire AA'B'B a pour expres- 


8. AABB— [7 νά [© 


£1On : 
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Or, nous avons appris à connaître l'intégrale indé- 
finie : 
dx 
JE = 1082 +h, (N° 52) 
de sorte que : 
Se 4 dx 
S. AA'B'B — 1 π “- Log 1,1 — Log 1. 


Mais, dans tous les systèmes, le logarithme de ! est 
nul (n° 49 bis). Par suite, l'aire cherchée vaut : 


S. AA'B'B — Log 1,1 = 0,0953 (n° 80). 
Υ 


ΑΒ 
Fig. 42 


119. Remarque. — D'une manière générale, l'aire d'un 
| | d 
segment d'hyperbole s'évalue par l'intégrale (3: 


c'est donc une fonction logarithme. On voit par cet 
exemple comment une fonction transcendante peut 
s'introduire en Géométrie. 


Aiïre d’un cercle. 
120. La formule générale donnée plus haut (n° 11! )}, 
qui correspond à une décomposition eu rectangles, ne 
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conduit jamais à un résultat erroné. Mais il est des cas 
où l'on parvient à des calculs plus simples par une 
décomposition différente. 

Soil, par exemple, à évaluer l'aire d’un cercle de 
rayon KR (fig. 43). On sait qu'un tel cercle, dont le 


Fig® 43. 


centre est à l'origine des coordonnées, a pour équa- 
tion : 
as + y = Ἀν 
d’où l'on tire : 
Y 2 + VRE 2 
Si l'on veut appliquer notre formule générale, 
pour évaluer le quadrant AOUB, c'est-à-dire le quart du 


cercle, y étaut positif, on est conduit à l'inléyrale 


definie : 
ie 12 — χ dx. 
0 


Mais cette intégrale ne s’évalue commodément qu'au 
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moyen des fonctions trigonométriques ; on peut donc 
êlre embarrassé. 

Or, il est un moyen très simple de lever la difficulté. 
c'est de décomposer le cercle proposé en couronnes 
tirculaires infiniment petites par des circonférences 
infiniment voisines (fig. 44). 

Considérons deux telles circonférences, la première 
de rayon OM = x et la seconde de rayon ON = x + dx 
(fig. 44). La surface de la couronne circulaire comprise 
entre ces deux circonférences est égale à la différence 
de leurs aires : 

S. couronne — —x (x + dx)? — πα 
ou, en développant le carré (x + dx}? : 
S, couroune = x 2? + 2x xdx + παχλ — π χα — 
2 x adx + rudrt, 

Appliquant la règle du n° 101 qui nous permet de 
négliger Les infiniment petits du 2e ordre, comme x dx’, 
nous prenons pour aire de la couronne considérée la 


quantité : 
2x xdx. 


li reste à faire la somme de l'infinilé de couronnes 
infinilésimales analogues à celle que nous venons 
d'envisager, Dans celle opération, la grandeur OM = x 
varie de Ὁ à KR de sorte que nous trouvons pour somme 
des aires l'intégrale définie : 


[REZ xdr, 
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Cette intégrale se calcule aisément : 


R R 12 IR 
À δπχάν mm 2r | τάς --ϑα} © | 
8 
Ce ὦμον 
\ 2 


On retrouve bien la formule connue relative à l’aire 
d'un cercle de rayon R. 


Autre méthode, 

121. Il est encore possible d'appliquer la méthode 
infinitésimale à l'évaluation de l'aire d’un! cercle en 
adoptant un autre mode 
de décomposition, Voyons 
cette nouvelle solution : 
elle aura l’avantage de faire 
comprendre la souplesse 
du Calcul intégral, 


Nous partageons, cette 
fois, notre cercle non en 


Fig. 5. 


couronnes circulaires, mais 
en secteurs infiniment pelits. On obtient un tel secteur 
en menant deux rayons OM et ON formant entre eux 
un angle infiniment pelit : angle MON = da (fig. 45). 
Calculons l'aire du secteur MON, Nous savons qu'elle 
est égale au produit de l'arc MN par la moitié du 
rayon. 
Pour obtenir la valaur da l'arc MN, nous devrona 
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faire une courte incursion, d'ailleurs facile, dans le 
domaine de la science des angles, c’est-à-dire la Trigo 
nométrie. On sait que l’unilé d'arc est l'arc qui a pour 
longueur le rayon de la circonférence à laquelle il 
appartient; par conséquent la mesure d’un arc est 
égale au produit du rayon par la mesure de l'angle au 


centre correspondant ou ici ; 


arc MN = ἢ da. 
Par suite, l'aire du secteur MON vaut : 
: Ἀ R R: 
S. MON =c cMNX 3 — Rdax EM τπδὶ αἰ da. 


Dans ce problème, nous avons l'avantage, d'ailleurs 
rare, de savoir évaluer exactement nos infiniment 
petits. Point n’est besoin, dans ce cas, d’une substitu- 
lion d'infiniment petils équivalents et il ne nous resle 
plus qu'à sommer nos secleurs infinilésimaux. 

Dans celte opéralion le rayon OM part de la position 
iniliale OA et revient à celle même position; l'angle à 
varie de zéro jusqu'à une valeur correspondant à la 
circonférence entière. Cette valeur doit êlre évaluée 
avec l'unité trigonométrique, mais rien n’est plus 
simple. 


En effel, la circonférence entière vaut #*#R, rnais 


comme R est l'unité d'arc, sa mesure sera = ὃπ 
y» 


Tu 
R 
et c’est aussi la mesure de l'angle au centre correspon- 


dant. Donc α varie de 0 à 2x, 


- 
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L'aire du cercle est alors égale à l'intégrale définie : 


a: 
“27 


PR? 
= (êr—-0)= xX2r=7R 


dr 4π 
ἢ 3 R2 
ΤΟῪΣ Πρ 
4 0 


On retrouve encore bicn la formule connue. 


Aire de l’ellipse. 
122. Dans la Géométrle dans l'Espace, n° 112, on vous 
a donné l'aire de l'éllipse au moyen d'un procédé qui 


Fig, 46. 


u’est autre que la méthode infinitésimale, puisqu'on à 
divisé les surfaces en rectangles de bases aussi petites 
que l'on veut, donc en infiniment petits. Ici, nous 
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reprendrons la question d’une manière analogue en 
montrant comment s'applique la formule générale 
(πο 115) pour donner uue solution rigoureuse. 

Soit donc une cllipse d’axes 2a et 2b (fig. 46); son 
équation peul s’écrire : 


x? y" 


at 
d'où l'on tire : 
4 ; rt ἜΑ a? --- on) 
RON ΟΝ a? 
α — x! b 
υ" -- ὁ" ( τ} = (at — x) 


Appliquons notre formule au quadrant OAB; + 
tant posilif et x variant de 0 à a, il vient pour le 
quart de l'aire cherchée : 


# Ca 
S. OAB == se AT = f. ν᾿ Var 4 
0 ῦ,. τα 


Cette intégrale ne peut s’oblenir aisément qu'au 
moyen des fonclions lrisonométriques. Nous sommes 
donc obligés de recourir à un artifice de calcul 


Considérons le cercle de rayon OA = a. Son équa- 
lion serait : 
| x® + y: sd at, 
| d'où l'on tire : 
: Y3— q3 — Xa 


1 οἱ : γ--τἰ Var — A8 
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Dans le quadrant OAB, Y est positif, de sorte que. 
Y— Vas χε 


Si maintenant nous considérons une ordonnée 
PMM/, on a : 


PM = y; 
ΡΜ’ = ŸY:; 
OP = 2 - 1, 
d'où le rapport : 
a 2 _ 73 
᾿ Va T b 


= 


ΕΝ τῷ - τ - ne a 


ce qu'on peut encore écrire 


1 — L Υ. 
Fiat 
Ce résultat n’est d’ailleurs pas nouveau : vous l'aviez 
appris dans la Géométrie dans l’espace (n°5110 et 111). 
Pour continuer le problème, remplaçons dans la 


première intégrale y par la valeur ci-dessus : 


S. OAB — = (να - [vas (" Υἀχ. 


ᾶ 
Mais la nouvelle intégrale (( Ydx représente l'aire 
0 


du quadrant ΟΑΒ', c'est-à-dire l'aire d'un quart de 
4 


. τ (1 Φ » 
cercle de rayon a, soit Par suite, l'aire du 


4 
secteur OAB est entièrement délerminée : 


b a x ab 
D DARK TS υτε νν 
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Conime ce secteur est égal au quart de l'ellipse, il 
vient pour l'aire de l'ellipse entière : 


S. ellipse = si Χ 4 = r ab. 


GALCUL DE VOLUMES 


128. Tout d'abord le Calcul intégral va nous per- 
mettre de calculer avec beaucoup de simplicité les 
volumes des corps solides engendrés par la rotation 
autour d'un axe d'une courbe dont on connaît l'équa- 
tion. 


Volume de la sphère. 
124. Soit à évaluer le volume engendré par la rota- 
tion autour de OX du cercle d’équation : 


x! + μ -- 
Il est clair que ce cercle, de centre Ὁ et de rayon égal 


3, engendre une sphère de même rayon, dont le 
lume est, par conséquent : 


4 4 
Verres π (3)" τῷὸ τ πΧ 27 5- 836 π. 


Nous allons retrouver ce résultat par la méthode 
infinitésimale. 

Remarquons d'abord que la sphère entière est 
engendrée par la demi-circonférence ABC (fig. 47) et 
que l'arc AB en engendre la moitié, tout comme 


124 POUR COMPRENDRE LE CALCUL INTÉGRAL 


l'arc BC; par conséquent, nous ne nous occuperons 
que de l'arc AB el uous doublerons le résultat obtenu. 
Pour irailer le problème, nous suivrons encore la 
marche du n° 102 : 
19 Décomposilion en infiniment pelits. — Pour 
décomposer en infiniment petits le volume à évaluer, 
il suffit de diviser OÀ en segments iufiniment petils 


Ÿ 
M 


X 
C O Q R JA 


- κ΄ 


Mig 47. 


et de mener par les points de division des parallèles à 
OY. Le quadrant OAB est ainsi partagé en tranches 
infimment minces, telles que MPRQ, qui engendrent, 
en tournant autour de OX, des voluimnes infiniment 
petils. 

20 Substitulion d'infiniment pelils équivalents — 
Comme nous ne saurions pas évaluer les petits volutnes 
précédents, il est nécessaire d'en trouver d'autres, 
plus accessibles au calcul. Pour cela, nous remplaçons 


&. 
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la surface MPRQ, qui est du 1“ ordre, par le rec- 
langle MNPBQ. qui est également du 15 ordre, tandis 
que la diflérence de ces deux surfaces, soit MNP, est 
du 2e ordre (n° 99). 

30 Sommalion des nouveaux infiniment ροί 5. — Le 
rectangle δ ΙΝ ἢ Ὁ, tournant autour de OX, engendre 
un cylindre de rayon de base égal à ΟΜ = yet dehauteur 
QR = dr; le volume de ce cylindre infiniment pelit 
est donc : 

ΟὟ = πον x QR = x Y*4x. 


La somme de tous les cylindres analogues est une 
intégrale définie. L'abscisse de O étant zéro et celle de 
À étant 8, le volume cherché est représenté par : 


== ? = 
V fs dx sf yrdz. 


Le calcul effectif de cette intégrale ne présente 
aucune difficulté. L'équation du cercle écrite plus haut 
donne : 

9," ΞΞ9 -- α", 


d'où, en substituant cette valeur dans l'intégrale : 


Van / yrdr=n (ὦ -- ἡ dx 
3 
= κα 9 dx -- τ far 
Jo 0 


3 γϑ 3 
v=oslz [ - αἰ τ τὸ 297 κ -- 9π-- 1δ π. 
0 3 Jo 
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l'elle est la valeur de la moitié du volume de la 
sphère ; le volume de la sphère entière vaut donc 
187% X 2 = 36 x, résultat conforme à celui trou .é pré- 
cédemment. 


126. Cas général. Au lieu d'envisager un cercle par- 
ticulier de rayon 3, on pourrait aussi bien considérer 
un cercle de rayon R dont on écrirait alors l’équa- 
tion : 

αδ υ"- Β3. 


Ce cercle engendrerait une sphère de rayon R et, 
pour eu évaluer le volume, on ferait un raisonnement 
identique au précédent. On parviendrait à une intégrale 
définie dont. les limites, au lieu d'être 0 et 3 seraient 


0et KR: 
| R R 
V= sytdr=s ( y*ds. 


De l'équation du cercle écrite plus haut, on tire : 
y* — R2 À x®, 


d'où, en substituant dans l'intégrale : 


R R 
Ver !( gaz -- α ( (R3— x?) dx 
0 
=" ἽΝ τὴς τα x? dx. 
ff 


pr EN 


D στ στ πὸὸπ σ-σ--- -οθ---------- ---- ον 


: ar — 
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Cette valeur convenant à la moitié seulement du 
volume de la sphère, on retouvre bien, pour le volume 
entier, l'expression connue : 


2 4 
Φ ΚΑ ΧΣ τεςς π᾿. 


Segment sphérique. 

126. On appelle segment sphérique le volume inté- 
rieur à une sphère compris entre deux plans parallèles. 

Le raisonnement du n° 124 nous permet d'évaluer le 
volume du segment sphérique. En considérant la 
même sphère et deux plans perpendiculaires à OX 
d'abscisses — { et + 2, il suffit de refaire un raison- 
nement identique pour parvenir à la même intégrale, 
mais les limites seraient — 1 et + 2, au lieu de 0 et 3. 
Le volume de notre segment sphérique aurait donc 
pour expression : 


ν -- faydr=s ( γιά τι α flo «Ὁ ds. 


Le calcul est immédiat; il suMit de remplacer les 
limites 0 et 3 par — 1 et 2 dans le n° 124: 


v=osef-[$T 
ποτ -(-η1-- 1 τ -- (= s)] 


mOn (+)—n (+ )=re sen ϑέα 


Tel est le volume du segment sphérique considéré. 
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Volume du paraboloïde de révolution. 

127. Considérons la parabole d’axe OX et d’équation 
y == 4% (v. Calcul différentiel, n° 21). Nous nous pro- 
posons d'évaluer le volume engendré par cette para- 
bole en tournant autour de OX et compris entre le 
sommet Ὁ et le foyer F (fig. 48). Le solide ainsi 

A2 engendré s'appelle parabo- 


Pa IX loïde de révolution. 
Le foyer F est tel que 


OF — ἐς pour une para- 
- bole d'équation y = 2pr. 


5 Fr . Φ 
Γ Comme, ici, p —2,0ona: 


PAR τς Ἑὰς 
OF 5 z "1. 


Appliquons la méthode 
infinilésimale de la même 


manière qu'au n° 102. 

19 Décomposilion en infiniment petits. — Il suffit de 
diviser OF en segments infiniment petits ; les paral- 
* Jèles à ΟΥ̓́, menées par les points de division, parta- 
gent la surface OFA en tranches infiniment minces, 
telles que MPRQ, qui engendrent, en tournant autour 
de ΟΥ̓, des volumes in'in.inent petits 

20 Subslilu!nn l'infiniment pelits équivalents, — Ne 
sachant évaluer ces vulu,nes, 11 nous faut en trouver 
d'autres qui se puissent calculer aisément. Pour cela, 
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nous remplaçons la surface MPRQ, infiniment petite 
αν 1e ordre, par le rectangle MNRQ, également du 
1 ordre, tandis que leur différence, MNP, est du 
2° ordre (n° 99). 

30 Sommation des nouveaux infiniment petits. — Le 
rectangle MN RQ, tournant aulour de OX, engendre un 
cylindre de rayon de base égal à QM = yet de hauteur 
QR = dx; le volume de ce cylindre infiniment petit 
est donc : 


dV = ΚΟΥ x QR = ryWdx. 
La somme de tous les cylindres analogues esl une 
intégrale définie. L'abscisse de O étant zéro et celle de 


F étant 1, les limites de cetle intégrale sont 0 et 1, de 
sorte que le volume cherché est! 


At ? st 2 dr. 
V= {᾿ «για sf yrdr 


En remplaçant y* par sa valeur 4x tirée de l'équation 
de la parabole, y* == 4x, il vient : 


1 
ν-νῷ!ῷ par -- α' (“παν -- 4τ ( «ἀν. 
ds JO 0 
! | 
ur (5—0)=2x 
0 2 


128. Formule générale. L'évaluation du volume de 


la sphère et du paraboloïde met en évidence une for- 
mule commune qui sert au calcul des volumes de 
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révolution et dispense de refaire le raisonnement 
complet. 

Le volume engendré par une courbe d'équation 
connue et compris entre les abscisses a et ὃ est repré- 


senté par l'intégrale définie : 


b ὃ 
vf sydz=s f y'dx, 
a a 


où l’on remplace y par sa valeur tirée de l'équation de 
la courbe. 

Voyons encore quelques exemples où nous nous 
bornerons à appliquer cette formule. 


Volume du cône. 

129. La détermination du volume du cône, qui a 
été étudiée par ailleurs (V. Géométrie dans l'Espace, 
n° 37), va nous fournir en quelque sorte une vérifica- 
tion de notre formule. 

Soit donc la droite OB d'équation y — 2x; en tour- 
nant autour de OX, elle engendre un cône que nous 
supposerons limité par un plan d’abscisse OA = 3 
(fig. 49). 

Ce cône ayant pour hauteur OA = 8 et pour rayon 
de base AB = y —2x = 2 X 3 = 6, son volume est 
égal à : 

V “Φαρα x X 36 X 3 = 367. 


Appliquons maintenant Ja formule de Calcul inté 
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gral ; les abscisses de O et A étant respectivement zéro 


el 3, il vient : 


3 
Var fudr=r (una 4 f x?dx, 
0 No 0 


ἢ: ΟἿ 
Υ -- 4. [παν (τ - οἢ — ῶθ π, 


Y D 


Fig. ho. Fig. bo 


On retrouve bieu la même valeur qu'uu moyen de la 


formule de Géométrie. 


Volume du tronc de cône. 
130. Considérons le volume engendré par la même 
iroile d’équation ἢ) -Ξ 2x, mais limité aux points B ec 
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D, d'abscisses OA = 8 et OC = 6. (fig. 50). Ce volume 
est celui d'un tronc de cône de hauteur AC = ἢ = 8 
el de rayons de base : CD = ἢ == 2 X 6 = 12 et AB 
=r=2 X 3—6;il est donc égal à : 


V= rh (Rs + Rr) =. tr X3 
(144 + 36 + 72) — 252 =. 

Retrouvons ce résultat par le Calcul intégral; en 
appliquant la formule, nous oblieridrons la même 
intégrale qu'au numéto précédent, mais où les limiles 
au lieu de 0 et 3, seront 3 et 6 : Ù 


6 
Vas /. prdr=s fl'ardr, 
d'où 


8 0 
ΕΣ ms ἀπ (72 — 0) πε 47 M 03 en 252%, 
ÿ _À: 


Volume de l’ellipsoide de révolution. 
131. Si l'on fait tour- 
ner l'ellipse (fig. 51) 

d'équation : 
x? y? 


autour de son grand axe 


AA',on obtient un ellip- 


soïde allongé (V. Géo: 
métrié dans l'Espace, 
n° 114), 

Le volume de cet ellipsoïde (li: 52) est οἶδά à cal- 


Fig. Bs. 
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culer au moyen de la formule relative aux solides da 
révolution (n° 128) : 


b 
V=r / y°dæ. 
a 


Nous tirons d'abord de l'équation de l’ellipse : 


13 x? α2--- χῖ, 
et : 
b2 
g° PT (a? Ex] x). 


Fig. 52. — £Ellipsoide allongé. Fig. 53, — Ellipsoïde aplat!. 


l'ellipse donnée, x varie de zéro à a et nous obtenons la 
moilié du volume cherché : 


Ε α a ph? 
Ver ς! pass ( a (α" — 2) dx. 


Cette intégrale ne présente aucune difficulté : 


b? 
“ὦ ΧΡ (N° 37) 


Pere ὟΣ ΑΜ 
/0 0 
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L a b° a 
far ( x'dz; (No 38) 


V ὃ ΠῚ: HT Nos 33 et 31 
Ξ--- ΕΣ D = - os ς 
π A rer 3 À ( et 81) 


2 7η,3 rab 2 
V=rbr(a—0)-r7 (- —0) rai À = -παΡ". 
a 


3 3 3 
Cette valeur convenant à la moïtié du volume de 
l'ellipsoïde, nous avons pour le volume entier : 


4 
ΕἸ παῦ3, 


Si, au lieu de faire tourner l’ellipse (fig. 51) autour 
du grand axe AA, on la fail tourner autour du petit 
axe BB", on obtient un ellipsoïde aplati (fig. 53). Le 
volume de ce dernier s’évalue aussitôt en remarquant 
que, dans les deux rotations successives, le rôle des 
axes est interverti et qu'il suffit de permuter a el ὁ 
dans la valeur du volume obtenu plus haut. 

Le volume de l'ellipsoïde aplati est donc égal à : 

“+ x db. 
À 

Si l’on faisait a — ὃ — ἢ, on aurait affaire à unc 
sphère de rayon R dont le volume serait en verlu des 
formules précédentes : 


4 
μι... 3 
x 


ce qui est bien exact. 
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Décomposition par des plans parallèles. 

132. La manière d'opérer des problèmes précédents 
pour évaluer un volume de révolution revient à le 
décomposer en tranches infinilésimales par des plans 
parallèles. Ce mode de décomposition est applicable 
non seulement aux solides de révolution, mais à la plu- 
part des solides limités par deux bases parallèles (tronc 
de cône, tronc de pyramide), l’une de ces bases pou- 
vant d’ailleurs se réduire à un poiit (cône, pyramide). 

Cette nouvelle méthode, analogue quant au fond à 
la précédente, en diffère nettement dans l'application. 
Voyous-en un exemple à propos d'un corps déjà étudié : 
le cône circulaire. 


Volume du cône. 

133. Soit le cône SAB de hauteur ἢ — OS -- 3 et de 
rayon de base R — OB - 6 (fig. 54}. Nous savons, 
d'après la Géométrie, que son volume est égal à : 


l I 
V = nier X 30 X 3 = 36%. 


Nous nous proposons de retrouver ce résultat au 
moyen de la méthode infinitésimale en suivant [8 
marche dun numéro 102 : 

19 Décomposition en infintiment petils. — Poui 
décomposer en infiniment petils le volume à évaluer, 
il suffit de mener des plans infiniment voisins paral- 
lèles à la base du cône. Pour cela, on peut diviser la 
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hauteur OS en segments infiniment pelits, puis mener 
par les points de division des plans parallèles à cette 
base. 
29 Substhrution d'infiniment petits équivalents — 
Considérons deux plans infiuiment voisins : ils 


Fig. 54. 


découpent dans le cône deux cercles et le volume 
infinitésimal ainsi formé est celui d'un tronc de cône. 
A co dernier nous substituerons le volume d’un 
cylindre de même hauteur et ayant pour base le cercle 
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A'B' : la différence entre le tronc de cône et le cylindre, 
qui sont des infiniment petits du 1e" ordre, est, en effet, 
du 2° ordre et la substitution est légitime (n° 99). 

Il reste à calculer le volume de ce cylindre infinité- 
sinral, — Posons SO’ = x; les deux plans parallèles 
étant infiniment voisins, on appellera leur distance dx: 
ce sera la hauteur du cylindre. Par ailleurs, les deux 
triangles rectangles SO'B’ et SOB étant semblables : 


O'B' SO' 
ΟΡ SO’ 

d'où, pour le rayou Fr — O'B! : 
50’ 


T 
—- XOB=— x6-— 2x 


᾿Ξ - τὸ 3 


Le volume du petit cylindre vaut, par suite 
dV=xrr dx = 4Arx'dt. 


39 Sommalion des nouveaux infiniment pelits. — La 
somme des volumes de tous les cylindres 4 ‘alogues au 
précédent est une intégrale définie Comme x = 50’ 
varie de zéro à SO = 3, on a : 


3 
V = /, 4 nr x°dx 


Le calcul de cette intégrale ne présente aucune diffi. 


cullté : 
2 
V= f'anmésmis [PTT 
υ 0 


COS 3 
Vas] τ [πάτο -- ο 361 
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Règle générale. 

134. On constate que la fonction à intégrer 4x2® 
représente l'aire d’une section faile par un plan paral- 
lële à la base, puisque c’est l’aire du cercle de centre O 
et de rayon γ' = Ο' Β' — 2x. Or, ce résultat est général. 

Dans la décomposilion par plans parallèles, si l'on 
appelle $ l'aire de la section faite par un plan quel- 
conque, le volume s'évaluera par l'intégrale définie 


b 
χ Sdx, 
a 


où l’on remplace les limites a et b par des valeurs 
convenables. 

Ce résullat n’a rien qui doive surprendre : dans ce 
mode de décomposition, on remplace toujours les 
volumes infiniment pelits qu'on a oblenus par des 
cylindres. Ceux-ci ayant pour base ὃ el pour hauteur 
dx, leur volume est évidemment 562 et il ne reste plus 
qu'à intégrer cette quantité. 

On peut remarquer, d'ailleurs, que la formule du 
n° 128 n’est qu'un cas particulier de la formule précé- 
dente. En effet, dans un solide de révolution aulour de 
OX, un plan perpendiculaire à cet axe, tel que MQ 
(V. no 124 et n° 127), découpe dans le solide un cercle 
de rayon y, donc d'aire 5 —#xuy. Le volume est, par 


suite : 


" d b 
V = Ἶ Sur = Li x y° dx = " /. y* dx. 
a a a 


- diner 


A. 
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Volume de la Pyramide. 


135. Considérons une pyramide de sommet O, de 
base égale à S et de hauteur OA — ἢ (fig. 55). 
En la coupant par un plan parallèle à la base, on ob- 


0 


Πρ, 55, 


tient une section d’aire inconnue s. D'après le numéro 
précédent, il suffit de calculer 5 pour avoir ensuite, 
par une intégrale définie, le volume de la pyramide. 

Posons OA’ = x. Les bases S et 5 sont semblables 


comme ayant leurs angles égaux et leurs côlés propor- 


a msg 


(1) Les angles sont égaux comme ayant leurs côtés parallèles. 
Quaut à la proportionnalité des côtés, 6110 se démontre aisément 
en considérant les triangles semblables doux à deux : ΟΠ et 
OC. OC'D' et OCD, OD’E' et ODEH,... 
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Or, ici, on peut prendre comme rapport de simili- 


OÀ’ 
tude 16 rapport des henteurs SJ TA En effet, les tri- 


angles B'A'C' et BAC, d'une part, et les triangles OA'B’ 
et OAB, d'autre part, sont semblables comme ayant 
leurs côtés parallèles ; ils donnent successivement : 

RAT B'C' ἌΡ OA, x 
rapport de similitude = πες ΤΡ OAU MS 
On a donc : 


et ς 


L'aire αὶ étant précisément celle qu'on 8 appelée S au 
numéro précédent et x variant de zéro à h, le volume 
de la pyramide est égal à : 

in h Sr? 
= dr = —,— 
V LE dt= f “dr, 
d'où : 


S Λ ST xt 10 SR SR 
= ( dé AE Al TR Fe bn 


On retrouve bien la formule apprise en Géométrie : 
Le volume d'une pyramice est égal au produit du tiers 


de su base par la hauteur 


Volume de l’ellipsoite. 
136. Nous avons déjà étiidié les deux ellipsoides de 
révolution, allongé ét aplati, mais ce ne sont que des 


μα Ὁ 


_ +. nn 


| 
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cas particuliers du solide qu’on appelle, en général, 
ellipsoïde, 

Celui-ci 86 caractérise par ce fait que les sections 
par trois plans passant par le centre et perpendicu- 


laires deux à deux sont des ellipses dont les axes ont 
des longueurs différentes. Pat exemple on ἃ ici 
(fig. 56). 


OA = OÂ' = 4: 
OB — OB' — δ᾽; 
OC = OC’ = ec. 


Pour évaluer le volume de cet ellipsoïde, nous nous 
bornons à considérer la partie située à droite du plan 
BC B'C', c'est-à-dire la moitié, el nous décomposons 
cette partie par des plans parallèles à BC B'C'. D'après 
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le n° 134, le problème revient à calculer l'aire S d'une 
section quelconque. 
Or, une section telle que DED'E' est une ellipse ; 
nous allons calculer les demi-axes O'D et O'E. 
L’ellipse ABA'B' ayant pour demi-axes OA — a et 
OB = b, son équation est : 


Tr? y" 
nn 


En posant O0" = x; la longueur O'D est égale à y, de 
sorte que : 


--.-...- à 
O'D° == ῃ = b? (: - -- 


τ 
O'D = ὃ QT 2 


De même, l'ellipse ACA'C', ayant pour demi-axes 


et : 


OA = aet OC -Ξ c, son équation est : 


αι. 1° 


PLAT Das 


la droite OC étant prise pour axe des y. 
On a donc, de la même manière : 


et ς 


=— 
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La surface de l'ellipse DE D'E' étant égale à x x O'D 
x O'E (V. n° 122), il vient : 


PÉPNTAAS) 
Sn X DD x O'E mn x /1— εχ / 1 À 


2 
5' - πο (: — à) 


Par ailleurs, x — O0” variant de zéro à OA == a, la 
moitié du volume cherché est égale à l'intégrale définie : 


V “Sd= (“πὸ 2 γα 
see free 
Cette inlégrale est aisée à calculer : 
a bc a 
V= sde ( dx — -Ξ Ε 7: x° dx. 
0 a 0 
a rnbc | x ]a 
Υ --- πὃς [:[:- ὩΡΤΙ [Ξ = #0 (a — 0) 
= DC (+ 
NET 


V==rabc — + rabe = Ξ rx abc. 


Celle valeur convenant ἃ la moitié seulement du 
volurne, on a pour le volume enlier : 


2 4 
rs παῦς Χ 2 = 5 rnabc. 


CALCUL DES LONGUEURS 


137. En dehors des arcs de circonférence et des seg- 
ments de droite, la Géométrie ne nous ἃ donné aucun 
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procédé pour évaluer la longueur des courbes. Le 
Calcul intégral, au contraire, va nous donner une solu- 
tion du problème chaque fois qu'on connaitra l'équa- 
tion de la courbe envisagée. 

1 faut savoir qu'en Analyse mathématique, on 
appelle reclificalion d'une courbe l'évaluation de sa 
longueur. Recli fier une courbe, au sens étymologique, 
c'est la rapporter à un segment de droite, c'est-à-dire 
trouver un segment de droile de même longueur. li 
est naturel que le sens de ce mot se soit étendu, de 

ÿ même que celui de : quadralure, et qu'on 

dise maintenant : reclifier une courbe pour 
calculer sa longueur. 


Arc d’hyperbole. 

138. Soit, sur lhyperbole d'équation 
1 

y τα τς. un arc AB, les abscisses de A et B 


Étant respective- 


OÙ SC D Nous nous propo- 


Z 


sons d'évaluer la 
Fig. δη. - 
longueur de l'arc 
AB et, pour cela, nous suivrons encore la marche 
indiquée au n° 102: 
19 Décomposilion en infiniment petits. — Pour dé- 
composer l’arc AB, nous procédons selon la méthode 


ordinaire en divisant le segment CD en infiniment 
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pelits et en menant par les points de division des 
parallèles à ΟΥ̓, Ces parallèles découpent, sur l'arc AB, 
des arcs d'hyperbole eux-mêmes infintment petits que 
nous ne savons pas mieux évaluer que l'arc total. 

20 Subslitulion d'infiniment pelils équivalents. — 
Considérons l'un de ces arcs, soit MN, que nous envi- 
sagerons comme infiniment petit du 1 ordre, On 
démontre que le rapport de la corde à l'arc a pour 
limite 1 quand ce dernier tend vers zéro ; par suile, 
ici, le rapport 

corde MN 
arc MN 


a pour limite 1 : la corde MN et l'arc MN sont des infi- 
niment petits équivalents (n° 100) et l'on peut les 
substiluer l'un à l'autre. 
1} reste donc à évaluer la corde MN. Les points M et 

N étant infiniment rapprochés, si x et y sont les coor- 
données de M, on peut désigner celles de N par x + dx 
et y + dy La corde MN est alors l'hypothénuse d'un 
triangle rectangle MPN dont les deux côtés de l'angle 
droit sont : 

ΡΝ = dx; 

PM = dy. 


Par suite, d'après le théorème de Pythagore : 


MN° = PN° + PM° = dat + dy, 


MOREUX. — Calcul Intégral. 11 
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C'est cette valeur que nous prendrons pour mesure 
de l'arc infiniment petit MN. Comme, en Analyse, on 
désigne le plus souvent la longueur d'un arc curviligne 
par “, nous pouvons écrire pour l'arc infiniment 


petil : 
ds — dx* + dy*. 
ou : ds — Vdx? + dys. 
Or, dy = y'dz; 
par suite : 


di + dy? = dr + 5 41 τα (1 + y") dx, 
ot : 
ds = QG + y) de? = V1 + y"? dx. 


tout le raisonnement que nous venons de faire n'est pas 
spécial à l'hyperbole d’équation y — τ; il s'applique 
à toutes les courbes et la formule précédente est une 
formule générale. 

30 Somimnalion des nouveaux infiniment peltls. — La 
somme de tous les arcs analogues à MN est une inté- 
grale définie. Les abscisses de À et B étant respeclive- 
ment 1 et 4, la longueur de l’arc AB est représentée 


& 
s— f. ds f VIF: 
1 1 


et comme, ici,y=— οἱ Y:=——,il vient : 


par : 


Μη 
mi FUN 
ef ν' Fe de, 
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Cette intégrale ne peut pas se calculer directement 
l'intégrale indéfinie étant impossible à exprimer(n°53). 
Tout ce qu’on peut faire, c’est en donner une valeur 
approchée ; le calcul a été fait au numéro 66 et l'on ὃ 


obtenu : 
5 = 3,24 environ. 


189 Formule générale. Nous avons dit, quelques 
lignes plus haut. que le raisonnement précédent est 
général et s'applique à toutes les courbes dont on veul 
évaluer la Jlonsueur. 

Par conséquent, la longueur d'un arc d’équation 
connue et limité par deux points d'abscisses a et b est 
représenté par l'intégrale définie : 


ἐπ νει, 


où l'on remplace la dérivée y' par sa valcur tirée de 
l'équation de la courbe. 

Il est bon de noter que les intégrales de la forme 
précédente sont généralement difficiles à calculer ; 
nous en avons eu un exemple précédemment. Toute- 
fais. nous allons étudier deux autres problèmes spécia- 
lement choisis pour n'avoir aucune difficulté dans la 
recherche de la primitive. 


Longueur d’un segment de droite 


FU: $ 
140. Soit la droite OA d’équation y = ἡ 1: nous 
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nous proposons d'évaluer la longueur comprise entre 
l'origine Ὁ et le point À d'abscisse égale à 8 (fig. 58). 
ἣ A Il est évident, tout d'a- 
bord, que OA est l’hypoté- 
nuse d'un trianglerectangle 
OBA, tel que : 

OB =8; 


3 
À BA=y= 5x8 6. 


Par conséquent. d'après 


Fig. 68. 


1e théorème de Pylhagore : 


OA" -- OB* + ΒΑ — 64 + 36 -- 100 
OA = 1/100 = 10 


Appliquons maintenant la formule de Calcul iuté- 


gral : 


s—0A = [VTT à: 


Dans ce cas particulier, nous avons : 


d'où : 


et : 
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Eu substituant dans l'intégrale définie : 


On retrouve bien la même valeur que précédem- 


ment. 


Parabole semi-cubique. 

141. Soit la courbe d’équation y" — ἐς x". Nous nt 
la connaissons pas encore, mais il est aisé de l’étudier 
sommairement comme nous Υ Μ 
l'avons expliqué dans la Cin- 
quième leçon du Calcul uifjé- 
renliel. 

Tout d'abord, l'équalion peut 


s’écrire : 


ΟΝ Ὁ 
ns 8 
y=+ Ve Nyu 
\M 
Au lieu de considérer les deux Mig 59. — Parabole 


$ ᾿ semi-cubique. 
signes + et —, nous ne relicn- 


drons que le signe + et nous étudierons seulement 


la branche : 
2 --Ἃὦ 
pers ν΄". 


"πο 


2 
L'autre branche, y — — τ Vzxt, se déduira de la 
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précédente comme étant sa symétrique par rapport à 
OX, puisque, pour une même valeur de x, ou a ainsi 
deux points d'abscisses égales, mais d'’ordonnécs 
égales et de signes contraires. 


1] reste donc, finalement, à étudier la courbe : 


2 


"τ νυ". 


Comme on ne peut extraire la racine carrée d'un 
nombre négalif, il est nécessaire que 1 soit positil ; 
par suite, x devant être également positif, ne pourra 
varier que de zéro à + ©. 


Prenons la dérivée (Calcul différenticl, n° 173) : 


Cette dérivée est toujours positive quand x varie de 
zéro à + οὐ οἱ la fonction est Loujours croissante. 


Nous pouvons en résumer les variations dans le 
tableau suivant : 


x 10 + © | 
20 + 
y 0 croît + © 


ΝΙΝ, 
La courbe représentative de ἢ — +- 3 Vas est la 


hranche OM. Par suite, la courbe entière d'équation 
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DES Va ou y=— Ξ x, se compose des deux 
branches symétriques OM οἱ OM' (5. 

Proposons-nous maintenant d'évaluer l’arc OA situé 
sur la branche supérieure et tel que l’abscisse de A soit 
égale à 8. 


Appliquons la formule générale : 


3 
s— JA VU+ y ἀκ. 
Remarquant que : 
9 τα Va, 
d'où : 1 + μ᾽ κα 1 4 +. 


il vient : 
s= ff vi + x dr. 


Cette intégrale se prête facilement au calcul par un 
changement de variable. Nous l'avons déjà fait av 
n° 62, el nous avons trouvé : 


14 2 
8 = 7e = 4 + — . 
Are d’ellipse. 


142. L'évaluation de la longueur d'une ellipse ne 
prêle pas à des calculs faciles, maïs, par son impor- 


(1) Gette courhe a reçu le nom de parabole semi-cubique. Le 
mot parabole vient da sa ressemblance avec 18 parabole ordinaire. 
Par ailleurs, en ulilisant les exposants fractionnaires, l’équatior 


3 

de cette courbe peut s'écrire : y = Va ce 3 33; on voit alors que 
la pufssance de zx est la maitié d'un aube, d'où la dénomination 
de semi-cubique, 
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tance en Astronomie, ce problème est devenu classiqua 
Nous allons donc donner une idée de sa solution 
(fig. 60). 


Ὗ 


Β 


πρ  δ)ὃ 1 ΠΥΤΠΤΠπέΠὺΎτπΠπ5΄τᾺ...ῸὺὕὺῸ..... 


Fig. 60. 


Soit l’ellipse d'équation : 


y* = ba (: — τι) = = (a? — zx*). 


Considérons seulement l'arc AB, c'est-à-dire le quart 
de la longueur totale. L'ordonnée y étant positive : 


y= Va. 


Pour appliquer la formule générale (a: 139), calcu- 
lons la dérivée : 


| b χ L MIA CAN 
Μ᾽ τα - τ᾿ Pr (Calcul différentiel, n° 173). 
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d'où : 
δι᾽ «3 αΞ(α3 -- x?) + Db2x? 
a = er — -- —- ne ny . 
Pi VAN GER as 72 CACHET TARN 


ai — (4? — b?) χϑ 
a? (4 — x!) 
Or, daps l'étude de l’ellipse, on a posé ; 
a — D = (À, 
ee qui donne ici: 
EE ΟΣ ΤῸ 
PRET + νάπος αν 
1 ΕἸΣ y da (a? ΜΕ} «Ὁ 


Divisons le numéraleur par Ie dénominateur 4 


In C ν᾽ 4 Fr . . 3 
En remarquant que Τὴ ---. 6 (excentricité), il vient : 


c? 
+ RE RP ἐν 2 
a pre a? — ex? 
D "= ———————— \, 
PVO arcs a — x? 


La longueur de l'arc AB est donc égale à l'intégrale 


définie : 


fl \/a— e? x? 


—— dx 
ra x? 


qu'on écrit le plus souvent : 


a* ex? 


-------- -  ---- dx. 
{ai — 2°) (a? --- ex?) 


154 POUR COMPRENDRE LE CALCUL INTÉGRAL 


C'est une intégrale elliptique qui re saurait s'ex- 
primer d’une manière exacte (n° 53). Pour poursuivre 
le calcul, on a développé en série suivant les puis- 
sances de l'excentricité e et l’on a trouvé pour la lon 


gueur de l'ellipse entière : 
1 Β 1:53 8 ea 
ee — ἢ μα RE τυ πρὶ IRC 
, 2ar | : (+) F (5) 3 
1X3 X5 \3 et 
RrXAX6 Dire 


Hest facile d'apercevoir la loi desuccession destermes. 
Dans la pratiaue. cette formule est d'autant plus 
utilisable que l’excentricité e 
st plus petite. Il suffit alors, 
your avoir une bonne approxi- 
mation, de prendre dans le 
second membre un très petil 
nombre de termes. 


CALCUL, MÉCANIQUE 
DES LONGUEURS. 


LES CURVIMÈTRES. 


mesurer automatiquement la 
Fig. 61. — Curvimètre longueur d'une courbe, des 
vu de face et en coupe. À ἘΝ 
appareils appelés curvinètres, 
dont le principe n’a d'ailleurs aucun lien avec le Calcul 


intégral. 


148. On a imaginé, pour 


+ 
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Un curvimètre (fig. 61) se compose essentiellement 
d'une petite roulette à laquelle on fait décrire, aussi 
exactement que possible, le contour à évaluer. Celte 
roulette communique, par l'intermédiaire d’une vis 
sans fin, avec une aiguille qui se déplace devant une 
graduation. Il suflit de lire, à la fin de l'opération, le 
chiffre indiqué par cette aiguille pour avoir la lon- 
gueur cherchée. 

Les curvimètres sont surtout utilisés pour apprécier 
la longueur d'une courbe dont on ignore l'équation; 
en particulier, ils sont d'un grand secours pour l'étude 
des cartes yéographiques. 


SIXIÈME LEÇON 


AUTRES CATÉGORIES D'INTÉGRALES 


144. Une intégrale a été définie comme limite de 
somme et chaque lerme ydx de celte somme était 
formé du produit d'une ordonnée y par un infiniment 
pelit de longueur ou infiniment petit rectiligne dx’ 
Le produit de deux longueurs égalant une surface, 
il est naturel qu’on aït considéré à l'origine l'inté- 
grale comme une aire; celte considération, d'ailleurs, 
n’a rien de strict puisqu'on 8 vu, dans la suite, qu'on 
représente par une intégrale aussi bien une longueur, 
un volume ou même toute autre grandeur 


Intégrales doubles. 
145. Or, on peut concevoir le produit d’une Ion- 
gueur par un infiniment petit de surface plane du 


(prononcez : dé oméga). Un tel produit est un infini- 


ment petit du second ordre et, si l'on fait la somme 
d’un nombre infini de tels produits, on obtient encore 
une intégrale. Mais, tandis qu'on appelle intégrales 
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simples les premières que nous avons étudiées, de la 


a ydx, 


on donne le nom d'inlégrales doubles aux secondes, οἱ 


J Jude 


qui se lit : somme somme ydw 


forme, 


leur symbole est : 


D'après leur origine, les intégrales doubles représen- 
tent un volume, mais elles peuvent servir à évaluer 
toutes sortes de grandeurs ; on les ulilise, en particu- 
lier, pour calculer une aire non plane comme celle 
d'un ellipsoïde, d'un paraboloïde, etc. Quant à leur 
calcui, il se compose de deux quadratures successives 
qui portent, le plus souvent, sur deux variables indé- 
pendantes ; c'est pourquoi nous n'en dirons pas davan- 
tage dans ce livre. 


Intégrales triples. 

146. Après les intégrales doubles, on peut envisager 
les intégrales triples. Comme toutes les autres, ces 
intégrales sont la somme d’un nombre infini d'infini- 
ment petits, mais ceux-ci sont eux-mêmes le produit 
d'une grandeur par un infiniment petit de volume αν; 
ce sont donc des infiniment petits du 3° ordre. 

Une intégrale triple s'écrit : 


JS S udv 


et s’énonce : somme sonune somme ydv. 


set ἣν ἐ =" | 
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Le calcul comprend trois quadratures successives 
qui portent généralement sur trois variables indépen- 
dantes. 

L'intégrale triple n'a pas de représentation géomé 
trique, mais, en Mécanique, il est un cas simple où 
elle s'introduit naturellement. C'est en évaluant la 
masse ou le poids d'un corps, — Supposons, en effet, 
un corps non homogène, c’est-à-dire Lel que sa densité 
varie d'un point à un autre et soit une fonction y 
dépendant du point considéré. Décomposons ce corps 
en éléments de volume infiniment petits dv : la masse 
d'un de ces éléments est dyp et la masse totale M est 
égale à l'intégrale triple : 


M JS Sud 


Intégrales multiples. 

147. Outre les intégrales doubles et triples, on peut 
imaginer des intégrales multiples d'ordre aussi élevé 
qu'on voudra, mais, dans les calculs pratiques, on ne 
rencontre guère d'intégrales d'ordre 4 ou au-dessus. 


Intégrales curvilignes. 

148. Une intégrale est toujours une somme d’ur, 
nombre infini d'infiniment petits el l'on vient de voir 
que, si ces derniers sont du 1° ordre, du 2e ordre, du 
3° ordre, etc., on a, suivant le cas, une intégrale 
simple, double, triple, etc. 


Mais les mathémaliciens ont généralisé davantage, 


᾿ 
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et les intégrales simples ont donné, par extension, les 
intégrales curvilignes. 

Dans celles-ci, on trouve, sous le signe fe , non seu- 
lement + et dx, maïs y et dy; en même temps, on 
donne une courbe par son éguation : 

On dira, par exemple : Calk-  Y 8 
culer l'intégrale curviligne : 

= ΤᾺ xdy — ydx 
le long de la parabole d’équa- 
lion y — x? entre les points 
ἃ et B. On suppose qu’en A, 
x = ὃ, d'où y — 4, et qu’en B, 
x = 10, d'où y = 100 (fig. 62). 
Ce calcul comprend deux 


parties : Len ve 
io On remplace, sous le CRE 
signe Î, y οἱ dy par leurs valeurs en fonction de x. 
Ici : y=a et dy= ?xdx, 
ce qui donne : 
Srdy — νὰν — [24 dr — dr = {χϑάτ. 

20 On intègre à la manière des intégrales simples en 
prenant pour limites de l'intégrale les valeurs extrêmes 
de x; comme, ici, de À à B, x varie de 2 à 19,on a 
pour l'intégrale demandée : 


ἡ δὰ xt dx = 380.666... (N° 13) 
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Il importe de remarquer qu’on pourrait aussi bien 
remplacer d'abord, sous le signe 1" x el αὐ par leurs 
valeurs en fonction de y, et inlégrer ensuile par rap- 
portà y: | 


19 De l'équation y == æ3, on tire : 
x = + \/y, car le iong de AB est positif, 


el : di = — "= " 


En substituant dans l'intégrale proposée : 


S'edy — ydx = [νῷ dy -- KL 1 
y 


> 


Comme on a évidemment : 


Vue 


il vient : 


20 L'ordonnée y variant de 4 à 100 du point A au 
point B, l'intégrale curviligne vaut : 


00 1 ne 00 
Jo 3 voa E [7 Vuay 
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Or, d’après le n°41, la primitive de Vyest Ξ Vys+k. 


Par suite : 


1 A” men JE vy |” Dal Ὁ]; 


992 
= τ΄ (1000 — 8) = 330,666. 


On retrouve bien le même résultat que plus haut, en 
intésrant par rapport à zx. 


Emploi des intégrales curvilignes. 
149. Les inlégrales curvilignes sont utilisées en 
Géométrie, en Mécanique, en Physique. En particu- 
Ὺ licr, elles fournissent, en Mécanique, 
une évaluation très simple du travail 


dans des cas plus compliqués que ceux 
que nous avons étudiés précédemment. 


Calcul d’un travail. 

150, Voyons un exemple. Supposons 
un point mobile M 
assujetli à se déplacer 

X  lelong d’un arc d'hy- 


perbole  d’équation 


1 
Fig. 63. y = τ Supposons 


en outre que ce point resie soumis, quelle que soit sa 


position, à use force F constante en grandeur et en 
direction. 
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La force F étant constante en grandeur et en direc- 
tion, ses projeclions sur les axes seront elles-mêmes 


constantes et l'on aura, par exemple : 


projection sur l'axe OX : X—14; 
sl —  OY: Υ = 3. 


Si on le désire, il est aisé d’oblenir la valeur cle la 
force F. Dans le triangle rectangle OCD (fig. 63) : 


OD’ — OC’ CR 
Fs— ΧΕ. V3 um 16 + 9 == 25, 
d'où : Ε --- V25 —65. 


Nous nous proposons ici de calculer le tra vail effectué 
quand le point M se déplace de À en B, en admellant 
que l'abscisse de Α soit égale à 1 et celle de B à 3 
(fig. 63). 

On apprend en Mécanique que le travail s'exprime 
alors par l'intégrale curviligne : 


Ts / Xdx + Ydy 
prise le long de AB. 
Dans le cas présent, le calcul de cette intégrale ne 


présente aucune difficulté. Comme y — 


d 


1 
gr on as 
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Remplaçant sous le signe fi les lettres par leurs 
valeurs : 


T = = fx dx +- Ydy= f (ads - 4). 


Et, comme x varie de 1 & 3 : 


3 3 dx 
τὰν γ᾽ (ar — Ta ) 


ποτα 1 1 
En remarquant que la primitive de MTL USE k 


(V. Culcul différentiel, n° 71), l'intégration est imimi- 
diate : 


-ἰανἐΤ- αν) δον 


Integrales de surface. 

151. Les intégrales doubles ont conduit aussi, par 
extension, à une nouvelle notion, celle d’intégrale de 
surface. 

On se rappello qu'une intégrale double est la limite 
d’une somme formée par des produits de la forme y4dw, 
où du est une wire plane. Or, on peut imaginer une 
aire infiniment petite do (prononcez : dé sigma) non 
plane (par exemple : une portion de sphère, d'ellip- 
soïde, etc.). Un infiniment petit ἐσ sera, comme de, du 
2e ordre et la limite d’une somme de termes (618 que 
yds constitue une intégrale d'espèce parliculière qu'on 
appelle ivtégrale de surface. 
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Une telle intégrale se représente par la notation : 


JS yds 


qui s’énonce : somme somme yds. 

Celte notation ressemble beaucoup à celle des inté- 
grales doubles. D'ailleurs, le calcul d’une intégrale de 
surface se ramène directement à celui d’une intégrale 
double. 


Remarque. 

153. D'une façon générale, les différentes intégrales 
avec lesquelles on vient de faire connaissance ne sont 
point séparées par des claisons élanches ; fréquem- 
ment, elles se ramènent les unes aux autres pour Île 
calcul. Des mathématiciens célèbres: GREEN, ÎE- 
MANN, AMPÈRE, STOKES, OSTROGRASDSKI (1) ont trouvé 
des formules qui permeltent de transformer une inté- 
grale curviligne en intégrale double, une intégrale de 
surface en intégrale double ou en intégrale triple, elc. 
Ces formules. forl compliquées, sont utilisées en Phy- 
sique, nolumment pour l'étude des liquides et des 
gaz, ainsi que dans les théories de l'électricité et du 
magnélisme. 


(1) Green (1793-1841), mathématicien et physicien anglais. 
RikMANN (1826 1866), céli Liu inathématlicien allemand. 
AMPÈRE 1775 1836), illustre physicien français. 

SToust 819-1903), mathématicien et physicien anglais. 


SEPTIÈME LEÇON 


LES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 


153. Pour en terminer avec les notalions fondamen- 
lales du Calcul intégral, nous allons donner quelques 
indications sommaires sur les équations différen- 


lielles. 


Ce qu’est une équation différentielle. 

154. On appelle équation différenlielle une équation 
entre une variable x, une fonction inconnue y el les 
dérivées ou diflérentielles de cette fonction. — Dans 
une équation différentielle, inconnue n'est donc plus 
un nombre comme en Algèbre; c est une fonctiou de x. 


Ainsi, la relation : 


y= ay +9" 
est une équation différentielle, avec la notation de 
LEIBNIZ, On l'écrirait aussi bien : 


… 19 dy\° 
ἐπ. {1} 
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De mênie, on 8. encore une équation différentielle 

dans cette égalité : 
ay" + 2y' = 0. 

bien qu'il manque la fonction y. I est clair, en effet, 
qu’une telle équation n'est pas caractérisée essenlielle- 
ment par la présence de x où y, mais par celle des 
dérivées de y. 

Avec la notation différentielle, l'équation précédente 


s'écrirait : 


dy dy 
Le È de Le 


Intégrale d’une équation différentielle. 

155. La fonclion y qui salisfait une équation difié- 
rentielle donnée s'appelle solulion ou inlégrale de cette 
équation, Le mot inlégrale rappelle que, le plus sou- 
vent, celle solution s'obtient par un calcul d'intégrale 
ou quadrature. — On dit aussi : inlégrer une équalion 
différenticlie au lieu de : résoudre une équation diffé- 


rentielle. 
Exemples. 
156. L'équation déjà écrite plus haut : 
! Ξ + y" 
est dile du premier ordre parce qu'elle ne contient que 
la dérivée première de y à l'exclusion des dérivées sui- 


vaples. 
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La solution ou intégrale d'une équalion du prruiicr 
ordre contient toujours une constante arbitraire et une 
seule. 

Dans le cas présent, cette intégrale est : 


y = Κα + k, 


k désignant une constante arbitraire. 
L'autre équation différentielle déjà écrite : 


xy" + 2y' = 0 


est du second ordre car elle contient la dérivée seconde 
de y. L'intégrale d'une telle équalion contient lou- 


jours deux constantes arbitraires. Ici, c'est : 
k 
U — Ὥς + k', 
k et k’ étant les constantes arbitraires. 


Difficulté d’intégrer les équations différentielles. 

157. Les équations différentielles marquent une 
généralisation du problème de l'inlégration propre- 
ment dite. Dans celle-ci, il faut trouver une fonction 
connaissant sa dérivée tandis que le problème des 
équations différentielles revient à dire : trouver une 
fonction connaissant une relalion entra ses dérivées. et 
non les dérivées elles-mêmes, 

On conçoit donc que la recherche des solutions 
d'une équation différentielle constitue un problèiie 
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plus difficile encore que celui des quadratures. Ce 
n'est que dans un tout pelit nombre de cas particuliers 
qu'on sait trouver ces solutions. La plupart du temps, 
en face d’une équation différentielle, on se borne à en 
étudier les propriétés. d’une manière plus ou moins 
complète, par des méthodes variant d’une équation à 
une autre. | 

Néanmoins, les équations différentielles se trouvent 
à chaque instant dans les applications de la Géométrie, 
de la Mécanique ou de la Physique. Ici, nous nous 
bornerons à étudier quelques questions très simples 
qui se traitent par des équations différentielles faciles 
à intégrer. 


Problèmes. 

158. Quelles sont les courbes lelles que la pente de la 
tangenle en un point soil égale au double de l'abscisse 
de ce point ? 

On sait qu'en un point d'abscisse x, la pente de Ja 

dy 


tangente est égale à la dérivée y' ou —= : Par consé- 


dx 
quent, l'équalion différentielle des courbes cherchées 


s'écrit : 
y'=?T 


dy 
ou : Lu 2E. 


L'intégration de cette équation revient à une simple 
quadrature. ce qui est naturel puisqu'en réalité on 8 
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donné la dérivée y’ == ?x et qu’on demande de trouver 
la fonction y correspondante. 

Multiplions par dx les deux membres de l'égalité 
précédente : 


Ὺ 
dy = 2xdr. | Κ.ς 
Intégrons maintenant mem- 
bre à membre : 
J'dy = feèxdx F0 
d'où y= a+ Κ. he -3 


On retrouve toutes les para 


boles déjà obtenues au n° 22 7 ΧΟ] 7 ne A 
(fig. 64). | 
Un ensemble de courbes se \ / 


déduisant les unes des autres 

en modifiant la valeur d’une Fe de, 
constante arbitraire est ap- 

pelé : une famille de courbes. On dira, par exemple, 
ici que les courbes qui répondent à la queslion cons- 


tituent lu famille de paraboles d'équation : 
Ye 2 + Κ. 


Toutes ces paraboles ont pour axe ΟΥ̓́ et se déduisent 
lesunes desautres parunetranslaliou parallèle à cetaxe. 

159. Chercher les courbes telles que la pente de la 
tangente en un point soil égale au rapport changé de 
signe de l'abscisse à l’ordonnée en ce point, 
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La pente de la tangente étant égale à la dérivée 17 
ἃ 
ou ὭΣ. nous avons, pour caractériser les courbes 


démandées, l'équation différentielle : 
ou : 


Cette équation donne aussitôt : 
ÿ ydy == — xx 
tt: ydy + xdx mm 0. 


En intégrant membre : 


a  Sydy + frdx= [0 


Up Τνηνῖ ἐν 

4 AT k 
d'où : 

a+ μ" - 21. 


Fig. 66. 


Cette équation représente 
une famille de cercles concentriques ayant pour centre 
l'origine et de rayon arbitraire (fig. 65). Ce rayon est 
égal, en effet, à ν ἃ Κ et cette valeur est arbitraire 
puisque la constante Κα peut être choisie à volonté. 
Noter toutefois que le premier membre x* + ἢ 
étant nécessairement posilif, on doit donner à k seule- 


ment des valeurs positives. 
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Équations aux dérivées partielles. 

160. On vient de voir qu’une équation différenticlle 
a pour objet de déterminer une fonction y, d'u'e 
variable zx, par une relation entre les dérivées de y. Ln 
Analyse, on considère une autre catégorie d'équalions 
qu’on appelle Équations aux dérivées partielles; celles-ci 
contiennent une fonction inconnue de plusieurs 
variables et les dérivées de cette fonction par rapport 
à l’une ou l’autre de ces variables. On dit que ce sont 
des dérivées partielles pour les distinguer du cas où il 
n’y a qu'une seule variable indépendante. 

L'intégration des équations aux dérivées partielles 
est plus complexe encore que celle des équations dif- 
férenticlles ordinaires. Néanmoins, les mathémati- 
ciens s’y sont beaucoup attachés en raison du rôle 
important que jouent dans la Physique les équations 
aux dérivées particiles ; on les rencontre notamment 
dans la théorie des ondes, par conséquent dans l'étude 
de la propagation du son. 


Équetions intégrales, 

161. Il existe encore une nouvelle sorte d'équations; 
ce sont les Équalions intégrales, qui contiennent 
l'intégrale d’une fonction inconnue. Leur étude, qui 
conslitue un problème d'une extrême difficulté, κα 
reçu récemment un développement considérable grâce 
aux travaux de deux mathématiciens contemporains : 


PRES 
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MM. VoLTERRA et FREDHOLM, On rencontre de telles 
équations dans certaines queslions de Physique ayant 
trait à la vibration des membranes élastiques ou encore 


au refroidissement des corps. 


Calcul des variations. 
162. Signalons pour terminer une branche particu 


lière des Mathématiques qui tire son origine du Calcul 
intégral : c'est le Calcul des variations. 

Le preblème fondamental de celte branche est le 
suivant : Étant donnés deux points fixes, quelles sont 
les courbes de longueur donnée, passant par ces deux 
points dont l'aire est un maximum ou un minimum? 

Jusqu'à LAGRANGE, on n'avait résolu ce problème 
que pour certains cas particuliers ; ce mathématicien, 
considérant une aire comme une intégrale, ramenu le 
problème à une étude de maximum ou de minimum 
l'intégrale et fournit une solulion générale. 

Il fut ainsi amené à déterminer, non une fonction 
précise, mais une forme de fonction. C’est ce genre de 
détermination que se propose la branche des Mathé- 
matiques, maintenant classique, qu'on appelle Calcul 


Je: variations. 


HUITIÈME LEÇON 


LE CALCUL INTÉGRAL APPLIQUÉ 
À LA MECANIQUE ET À LA PHYSIQUE 


163. Après cet aperçu sur le Calcul intégral et ses 
applicalions aux objets mathématiques(aires, volumes 
longueurs), il reste à nous rendre compte de la portée 
de celte science en voyant comment elle s'in- Ο 
troduit en Mécanique et en Physique. Nous 
nous bornerons à donner quelques exemples 
de problèmes simples où la méthode intini- 


tésimale intervient naturellement, 


Chute d’un corps pesant Ε 

164, Un corps pesant, de masse 1, est aban- | 
ἀπό dans le vide, sans vilesse iniliale. 
Trouver l''jualion du mouvement sachant que la pesan 


leur, qui agil sur ce corps, est une force ἐσ 6 à 9x0. 
Nous admettrons que le mouvement se fait sur ur 


axe vertical OE (fig. 66) et nous prendrons le poiul de 


Fig. 66, 
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départ O du corps pesant comme origine. L’équation 
demandée est une relation à trouver entre la distance ὁ 
parcourue par le corps et le temps { employée à la 
parcourir. 

On apprend en Mécanique que, lorsqu'un corps « 
une masse égale à 1, son accélération y est égale à la 
force qui agit sur lui, soit ici 980 (1). 

On apprend aussi que l'accélération y égale la 


F7 ῳ F LE! ν᾽ d e 
dérivée première de la vitesse T ou la dérivée seconde 
᾿ d'e 
de l’espace dE? de sorte qu'on ἃ : 


do  d' 
Sa 7 - - - — 980 (V. Calcul différentiel, n° 189). 


Pour trouver la vitesse », il suMit de partir de l’équa- 


tion : 
dv 
ΠΣ — 980 
ou : 
du = 980 di. 


En inlégrant : 
o = {080 αἱ — 980 4 + k. 


Rien n'est plus facile, dans le cas présent, que de 
déterminer la constante k; faisons { = 0. Le premier 
membre, représentant la vitesse au temps zéro ou 


(1) V. Pour Comprendre la Mécanique, par l'Abbé Monuux (méme 
Collection} 


LE CALCUL INTEGRAL APPLIQUÉ À LA MÉCANIQUE 17: 
vitesse initiale, est nul d’après l'énoncé du probleu 
le second membre vaut : 980 x 0 + k = k, de soi. 


qu'on ἃ: 
en) 


et : ὃ = 980 £, 
Comme la vitesse Ὁ est elle-même la dérivée pre- 
mière de l’espace e, on peut encore écrire . 


de 


Où : 
de == 980 { di. 


Intégrons à nouveau : 


6 = 060 αἱ == 080 x Φ- + = 490 (8 +R. 


La constante Κ΄ se calcule encore aiscment en faisant 
{== 0. Le premier mcimbre, qui représente la distance 
de l’origine au mobile, au départ de celui-ci, est nul, 
et l'on a : 

k' = 0. 

Finalement, l'équation demandée qui lie l'espace 

parcouru 6 au temps / employé à le parcourir est : 


= 490 &. 
Cas général. 


165. Proposons-nous maïntenant de trouver l'équa- 
tion du mouvement dans le cas général : celui où le 


476 POUR COMPRENDRE LE CALCUL INTÉGRAL 


corps esl lancé avec une vitesse initiale v, d’un point 
situé à une distance es de O. Nous désignerons alors 


l'accéléralion de la pesanteur par g. 
Nous avons d'abord : 


dv 
Ya 
ce qui donne : 
αὖ = gd!, 


et, en intégrant : 
= fydi= gt + k. 


Pour déterminer la constante k, faisons £ = 0. Lo 
premier membre représente alors la vitesse pour { = 0) 
ou vitesse iniliale, d'où : 


Po—=gxXo+k; 
K = Do. 
La vitesse est donc donnée par : 
D == οἱ + Bo. 
Mais, la vitesse étant la dérivée de l'espace e : 


de 
= =H+u 


ou : 


de = gt αἱ + vo di. 


En intégrant à nouveau : 


L | 
ε-- 7 adt+ Λυναὶ -- 9 +uwt+k 
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Pour calculer la constante k', faisons encore { = 0 
Le premier membre étant égal à e,,il vient: 


& ée=gxXo+Vxo+k 
Κ' « ἐ,. 


Finalement l'équation cherchée est : 
ηἱ5 


Moment d’inertie. 

166 Le moment d'inertie est une notion spéciale à 
la Mécanique, qui joue un rôle important dans cette 
branche. On le ren- M 
contre, en particulier, ᾿ Μ΄ 
lorsqu'on veut calculer O 
la force vive d’un corps 
solide animé d'un mou- 
vement de rotation (V. 

Mécanique, n9 ). M” 

Considérons un sys- 
tème de points M, M', M" 

(tig. 67) de masses respectives m, m', m'',..., et situées 


fig. 67 


à des distances r, r', r,.,, d'un autre point Ὁ. Le 
moment d'iuertie par rapport à O du sysième de 
points considérés est par définition : 


ἴ “ὦ mi+mrs+mrs +... 


C'est donc la sonne > mr? des produits obtenus en 
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multipliant chaque masse par le carré de la distance 
du point correspondant au point ©. 
On dé” 1ilde même les moments d'inertie par rapport 
à un axe OX (fig. 68) ou par rapport à un plan P (fig. 69) 
en considérant alors les distances à l'axe ou au plan. 
Lorsque les points M, M’, Μ',,..., sont en nombre 
fini, le calcul d'un moment d'inertie n'offre pas de dif- 


ficulté particulière. Mais la M” 
situation se complique dès M 
Μ΄ ὃ 
Μ . un --«---.-. 
ὃ AT A ET 
Fig. 68. Fig. 69. 


qu'on envisage un corps solide continu, comme une 
sphère, un cylindre ou même un cercle ou une simple 
barre rectiligne Un corps solide étant composé d’une 
infiuité de points, la somme [| — > mr comprendrait 
une infiuité de termes. | 

C'est alors qu'on a recours à la méthode infinitési- 
male en décomposant le corps solide en éléments 
infiniment pelits. 

Comme il y a une infinité de ces éléments, le 
moment d'inertie s'évalue alors par une intégrale. 


Voyons quelques exemples 
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Moment d’inertie d’une barre rectiligne. 

167. Soit à évaluer le moment d'inertie par rapport 
à son centre d'une barre rectiligne homogène de lon- 
gueur AB — 2 (fig. 70) et de densité p (ἢ masse de 
l'unité de longueur. 

Nous suivons la marche indiquée au n° 192. 

19 Décomposition en infiniment petits. — Décompo- 
sons la barre en éléments infiniment petits, tels que 
MN « dt: la masse infinilésimale de MN est dm = dx 


ARRET SAR A APE 
Fig. 7o. 


Par ailleurs, si l'on pose OM = x, tous les points de 
MN sont à une distance de O comprise entre OM = x 
et ON = x + dt. Par suite, le moment d'inertie dif de 
MN est compris entre : 
d\' = 24m = pu 2 dx 
et : 
ΟἹ" κα (τ -Ἐ dr) dm=p(x+ dr) dr. 
C'est tout ce que nous pouvons dire sur dl : 1] est 
impossible d'en exprimer exaclement la valeur. 
20 Substitution d'infiniment pelils équivalents. — La 
différence : 
dl" — ἀΤ' ταὶ μ(χ + 2xdx + dr?) dr — px dx 
= 2uxdit + dx 


(a) Prononcez : ma. 
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étant du 39 ordre, les deux infiniment petits dl’ et dl”, 
sont équivalents (n° 99). Or, dE élant compris entre 
dl'et 41", la différence entre dl οἱ dl est moindre que 


la précédente et αἱ est équivalent à dl'. Nous pren- 
drons donc : 
d τὰ ur’dt. 


30 Sommation des nouveaux infiniment pelits. — En 
se bornant à la portion OB, x varie de zéro à Let l’on 
a. pour la moitié du moment d'inertie, l'intégrale ; 


l 
xt dx. 
fu 


Par suite le moinent d'inertie total vaut : 


{ 
(m2 f μαι: ἀχ. 


Le calcul effectif est facile : 


ἰ 8! 
et pelle το 


2 
= Le. 


Moment d'inertie d’un cercle. 

168. Cherchons ἃ évaluer le moment d'inertie par 
rapport à son centre d'un cercle homagène de rayon R 
el de densité a {masse de l'unité de surface), 

Nous suivons la même marche qu'au numéro pré- 
cédent : 


19 Décomposons le cercle en couronnes cfrculairrs 
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infiniment minces comme an a déjà fait au n° 120. Si 
l’on considère la couronne comprise entre les cercles 
de rayons OM = æ et ON κα αὶ + dx (fig. 71), son aire 
vaut : 
dSumm.ON — x OÙ =n(x + dr} — not. 
= 2 rx aux + rx dr. 


En négligeant les infiniment pelils du second ordre 
(n° 101), nous prenons Îa va- 
leur : 

dS == 2nr Tux, 
de sorte que la masse infinité- 
simale de nolre couronne est : 


dm = pu dS = 2rp rdx. 


De plus, comme tous 4es 


Fig, γι, 


points sont à une distance 
de Ὁ comprise entre OM  æ et ON ὡὶ. χα + dr, son 
moment d'iuerlie dl est compris entre : 
dl = 2m =2?n u xSdx 
et: 
dl''=n (x + di) dm = 2np (x + dx}t χά. 


La valeur de di est impossible à déterminer d’une 
manière exacte. 

20 [l est aisé de vérifier, comme au problème pré- 
cédent, que la diflérence ε΄ — α΄ est un infiniment 


petit du 2e ordre ; donc dl' et dl” sont équivalents et 
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dl, qui leur est intermédiaire, est équivalent à dI'; de 
sorte que nous pouvons prendre : 
(1 = ὅπμ 1 dx. 
30 En faisant la somme de toutes les couronnes ana- 
logues, x varie de zéro à αὶ et l'on obtient : 


[ = flernrdr 
4 


En remarquant que la primitive de x* est ΜΝ 


(V. Calcul différenteil, n° 56), l'intégration est immé- 
diale : 


R xt TR R« 
ι τε ϑῖν ( τ᾽ ἀξ τι 3ιμ} © | = 2ru(— οἹ 
Ι 


oi δ᾽ LE’: Re. 


Moment d'inertie d’un cylindre. 

169. Soil un cylindre de rayon de base ἢ, de hau- 
teur ἢ οἱ de densité 1 (masse de l'unité de volume). 
Nous nous proposons de calculer son moment d'inertie 
par rapport à son axe AB. 

Si nous décomposoris le cercie de base en couronnes 
arculaires infiniment minces, comme on a fait au 
gauméro précédent, on obtient des couches cylindriques 
elles même infiniment minces (fig. 72). Le volume 
d'une couche quelconque comprise entre les rayons 
ΟΝ πε σ οἱ ON = x + dx est égal à l’aire de la cou- 
roune mullipliée par la hauteur du cylindre, soit : 

AV τὰ, 28r xdr x ἢ τὰ ὃ π hxdx. 
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On est alors ramené aux mêmes calculs que ceux de 
l'exemple précédent, à condition de multiplier tous 
les résultats par la hauteur À, de sorte que, finale- 
ment, le moment d'inertie cherché est : 


1 
="; πῆμ", 


Moment d'inertie d’une sphère. 
170. Soil à évaluer le moment d'inertie par rapport 


Fig. 73. 


au centre O, d'une sphère de rayon R et de densité μ 
(masse de l'unité de volume). 

19 Décomposons la sphère en couches sphériques 
infiniment minces et considérons une de ces couches 
comprises entre les sphères de rayons respectifs x at 
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x + dx (fig. 73); son volume est égal à la différence 
des volumes des deux sphères : 


4 
= πα -Ὁ di) — ram 
Re παρ 3x2dx + 3xdx2 +. da) — en 2 — 


Ε r (3z°dx + 3xdxt + dr). 


En négligeant les infiniment pelits du 2 et du 
85 ordre (n° 101), nous prenons : 
4 
ΑΥ - Sn x 8.341 = 4παλάτ, 
La masse infinitésimale de cette même couche vaut 


donc : 
dm = p AV = A4nu xx. 


Et, comme tous les points de cette couche sont à 
une distance de Ὁ comprise entre x et x + dx, son 
moment d'inertie di est compris entre : 

dl" = s°dm = An pu ‘ax 
et: 
dl" = (x + dt} dm = A4 np (x + dx) x°dx. 


Il est encore impossible d'évaluer exactement d1. 
29 En effectuant la différenoe 611 — d{', on recon- 
naît aussitôt que c'est un infiniment pelil du 28 ordre. 


Var suite, dl’ et dl" sont équivalents et dl, qui est 
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compris entre 6] et dl”, est lui-même équivalent à d/’. 
On peut donc prendre : 
A = 4πμ rtdr. 
39 Comms x varie de zéro à R, le moment d'inertie 
de la sphère vaut : | 


ι το flaruadr 
δ 


ΠΎΛΗ T 
En remarquant que ia primilive de rt est ἘΠ k 


(V. Calcul difJérentiel, n° 66), l'intégration est immé- 
diate : 


l'aire 4 
Ξια- 4 = re = — δ᾽ 
Ϊ axe (“σα de] | ε uk 
Notion de travail. 
171. Une autre notion importante en Mécanique est 
celle de travail On appelle travail d'une force F s’exer- 


κ᾿ ον ὧν τ 
… α 
-- 
-- 
- 


- 


Fig. 74. 


çant sur un peint M le produit de la force F par la dis- 
tance e que parcourt le point en ligne droile suivant la 
direction de la force (fig. 74) : 
Τα 
Si douc la force F est couslaaté, il ΠΎ ἃ pas de ditt- 
culté. klaïs, quand la force vuriu a oauqne instant, on 
est obligé d'avuir recours κ- Laicul intégral. 
Prenons quelqu6a sxein pres. 


186 POUR COMPRENDRE LE CALCUL INTÉGRAL 


Travail d’une force proportionnelle à la distance. 

172. Supposons d'abord un point M alliré par un 
point fixe O suivant une force proportionnelle à la dis- 
lance OM, telle qu'on ait, par exemple (fig. 75). 


τες — 20Mæ— 27 


(Nous devons mettre le signe — car la force est 
dirigée dans le sens des x négatifs) . 

Une telle force est analogue à celle que produit un 
fil élastique, comme un fil de caoutchouc. 


Nous nous proposons d'évaluer le travail effectué 


Fig. 76 


F quand le point M se déplace de Ben A (OB « 5 οἱ 
OA = 2). 

Pour cela, décomposons AB en segments infiniment 
petits, tels que MN = dx. En posant OM — x,on a 
ON = x + dx. Tous les points de MN étant à une dise 
tance de O comprise entre OM = tet ON = x + dx, la 
force moyenne Εἰ s’exerçant sur ces diflérents points 


est elle-même comprise entre : 

K' Ξε: ..ὄ. ? ΩΝ] κα — 9 
ot: 
Fr" = = 9 ON en μὴ (x + dr en .--ὦ 2x δε Ψ Ὁ Ar, 
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Nous sommes ici en présence de deux quantités 
finies dont la différence : 
E'— F— 2x 2dr +2ze=—24x 


est infiniment petite. Or, F, étant compris entre F’ et 
ΕἼ la différence entre Εἰ οἱ F doit être moindre que 
la précédente : elle est donc aussi infiniment petite. 
Par suite, d'après le n° 98, nous pouvons substituer à 
la valeur inconnue de F celle de F' et poser : 

F= — 2... 


Le travail de F quand le point se déplace de M en N 
et parcourt la distance dx est égal ἃ : 


AT = Καὶ αὶ = — 2x dx. 


En faisant la somme de tous ces travaux infinitési- 
maux, zx varie de 5 à 2 et l'on a l'intégrale définie : 


T= / — us, 
d'où : 
0 ΤῈ ῃ 


Travail d’une force inversement proportionnelle au 
carré de la distance. 

178. Supposons maintenant un point M atliré par Ὁ 
suivautune forceinversement proportionnelle au carré 
de la distance OM, soit, par exemple (fig. 76) : 

12 12 


ἐπ Ur À 
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(Nous mettons le signe — car la force est encore 
dirigée dans le sens des x négatifs). 

Une telle force joue un rôle important en Mécaniqus 
et en Astronomie : deux corps quelconques, en particu- 
lier deux astres, s’attirent, en effet, suivant une force 
inversement proportionnelle au carré de leur distance. 

Nous nous proposons ici de calculer le travail effectué 
par F quand M se déplace de B en A (ΟΒ —3et OA =2). 

En suivant la même marche que dans le problème 


Fig. 76. 
précédent, nous décomposons AB en segments {nfini- 
ment petits, tels que MN — dx. En posant OM = Ζ, 
onaON= x + dx. Tous les points de MN étant à une 
distance de O comprise entre OM == x et ON ou Z + dt, 
la force moyenne F qui s'exerce sur ces différents 
points est elle-même comprise entre : 
12 12 12 (9 

no RE nl: à MA 7 LL 

Nous sommes en présence de deux quantités finies 
et il n'est pas difiicile de se rendre compte que leur 


différence est infiniment petite : 


RES 2 A ARE D NN CNE LIEN D A 
ἼΠΩΣ Ἢ Gray = 


ἘΠΕ (x - + dr)? — mL? ἜΗΝ 2x dx + dr? 
RUE ax + dx)? |’ 
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Le numérateur étant infiniment pelit et le dénomi- 
nateur ne l'étant pas, il est bien clair que la différence 
EH" — F'" est infiniment petite. Or, F étant compris 
entire Ε΄ et F’’, la différence entre ΕἾ et F est moindre 
que la précédente, de sorte qu'elle est aussi infiniment 
pelite. Par suite, d'après le n° 98, nous pouvons subs- 
tituer à la valeur inconnue de F celle de F” et poser : 

F = — a! 

Le travail infinitésimal de cette force quand le 
point se déplace de M en N et parcourt la distance dx 
est égal à : 


En faisant la somme de tous ces travaux infinitési- 
maux pour le segment BA, x varie de 3 à 2 et il 


124 
Ts / - + 
3 LT 


En remarquant que la primitive de — 


vient : 


1 1 

3 est πεῖς ἘΚ 
(Ν. Calcul différentiel, n° 71), l'intégration est itmimé- 
diute : 


ru (ἡ - Sul L=u($-+ 
3 
12 


MD eee Do ei 
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Poids d’une barre non homogène 


174. On dit qu'un corps n'est ρὲ s homogène lors- 
qu'il ne présente pas la même d nsité en tous ses 


points. 


. Soit une barre rectiligne A B de longueur l = 10 
(fig. 77). Si elle était homogène, avec une densité 


Fig. 99. 


(poids de l'unité de longueur) μ = 20, par exemple, 


rien ne serait plus facile que d'en évaluer le poids : 


P—pl= 20 x 10 — 200. 


Mais supposons que la densité, au lieu d’être cons- 
tante, varie, quand on se déplace de À à B, de zéro ἃ 
20 et qu'en un point M, situé à la distance x de À, 
cetle densité soil égale à 2 AM — ?x. 

Pour évaluer le poids de la barre, nous devons avoir 
recours au Calcul intégral. 

Décomposons la barre AB en segments infiniment 
petits tels que MN = dx. Comme AM = x, on a AN 
τε + + del la densité moyenne k de tous les points 
de MN est comprise entre : 

u'm2AM—=2r 
δι: - 
um 2AN—-2(x + 41) τὸ 31 + 3ἀχ. 


=, 
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Nous voilà à nouveau en présence de deux quantités 
finies dont la différence : 


μ" — μ' ὰ 2%. 2dx— 27 —=2dx 


esi infiniment petite. Or, kétant compris entre μ'' et 
μ' ja différence entre y" et μ est moindre que la pré- 
cédente, de sorte qu'elle est aussi infiniment petite. 
Par suite, en verlu du n° 98, nous pouvons à la valeur 
inconnue de μ substituer celle de μ' et écrire : 


μ"- 2, 


Le poids infinitésimal du segment MN est alors 
égal à : 
AP mx μ αὖ τὰ δ dx. 


En faisant la somme de tous ces poids, x varie de 
séro à ἐπα 10 et l’on obtient : 


10 
p ἡ DRE 
0 


“110 
P = EI = 100 — 0 = 100... 


d'où : 


Attraction. 

175. Nous avons dit plus haut (n° 173) que deux 
“orps quelconques s’altirent suivant une force inverse- 
ment proportionnelle au carré de leur distance, La loi 
complète, dite loi de l'attraction universelle ou loi de, 
Newton, est plus précise : deux corps quelconques 
s'attirent suivant nue force proportionnelle an produit 


L 
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de leurs masses et inversement proportionnelle au 


carré de leur distance. 


Soient, par exemple (fig. 78), deux points A et B de 


AMEL προς B m - 20 et m' -- 32 et 


(20) (32) 


Fig. 78. sh 
d = AB = 4. En choisis- 


sant convenablement les unités. on peut «lire que ces 


deux points s’attirent mutuellement avec une force : 


+) 


mn __ 20x32 20 X32 


DES TN SELS 


Lorsque lss corps considérés ne sont pas des points, 


le problème se complique et l'on doit souvent faire 


intervenir le Calcul intégral. 
Supposons, en effet, que nous voulions évaluer la 


force d'attraction qu'exerce sur un point P, da masse 3. 


ΠΕ ax 


== mn 
e 


P A ΜΝ Β 
Fig. 79. 
une barre AB très mince de masse 80 et de longueur 8. 
— On sait que AP = 2 (fig. 79). 


Connaïissant la longueur et la masse de AB, on a 
immédiatement la densité : 


80 
μ ir 10. 


masses respectives 


situés à la distance 
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Adoptons la marche indiquée au n° 102 : 

10 Décomposons AB en segments infiniment perils 
tels que MN = dx. La masse inlinilésimale de MN 
est . 

dm = pu dt = 10 dx. 

Si l'on pose AM == x, ona: 

PM=2+7x et PN=2+zx+ dr. 


L'altraction moyenne dF exercée sur le point P par 
tous les points de MN est comprise entre : 


3 xdm 30 dx 


JT pe (ΣΕ τὴς 
et 
3 304. 
ΔΕ" = CL dt 


ἜΣ CG+xtdr) 
C'est tout ce qu'on peut dire sur la force af. 
20 Si l'on considère le rapport des deux infiniment 
petits dE" et dE”, on trouve : 
AA RO CS ALL LE) 
ar” (2 + 1)5 
À la limite, quand dx tend vers zéro, ce rapport a 
pour limite : 
(2 +zx +0} 
(2 + χ)2 


(2 ++) 
G + 2} 

de sorte que dF”' et dF” sont des infiniment petits 
équivalents (n° 109). Par suile, dF, qui est compris 


entre dE et di”, est équivalent à chacun d'eux et l'on 


- ὦ 


MOREUX, — Culcul Intégral. 14 
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peut substituer à la valeur inconnue de dF celle de 
dt : 
30 dx 


SRE TES De 


39 Faisant la somme des forces analogues pour toul 


le scgment AB, c'est-à-dire quand x varie de zéro à 8, 


on obtient : 
F — 8 304x 
"Jo (ὦ +2) 


En remarquant que Îla primitive de est 


1 μ 
(1: 2} 


, PRE | 
τῇ (Υ. Calcul différentiel, n°% 154 et 155}, cette 


intégralion ne présente aucune difficulté : 


ἐπ T 
τὰς ὁ (ΠΡ το z - [ὁ 
Ι 1 
Ρ -- 80(-- τὸ Ἵ τ) 


30 30 
ἘΠῚ ΝΣ ΡῊΣ tr libres Le 


--.---- 


F = — 


‘Felle est l'attraclion qu'exerce la barre AB sur lc 
point P. 

Temps nécessaire pour vider un réservoir. 

176. Quel est le temps nécessaire pour vider un réser- 
voir cylindrique de rayon R — 2 el de hauteur ἢ — 3, si 
la vilesse d'écoulement est proportionnelle à chaque ins- 
{ant à la racine carrée de la hauteur du liquide au-dessus 


de l'orifice? 
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On admet qu'il s'écoule 2! par seconde lorsque la 
hauteur du liquide est égale à 1. 

En hydraulique, on appelle débit le volume ν de 
liquide qui s'écoule pendant 1 seconde. C'est la 
vitesse d'écoulement et, d'après l'énoncé, le débit, 
comme la vitesse, est proportionnel à la racine carrée 
de la hauteur du liquide au-dessus de l'orifice. Si v est 
le débit correspondant à la hauteur x, puisque 264 est 
le débit à la hauteur 1, on peut écrire la proportion : 


D à 
Va Vi 
ou : 
υ τα ὃ Vr. 
19 Décomposition en infiniment pelils. — I s'agit 


d'évaluer une durée ou un lemps 
inconnu {. Considérons donc l'in- 
tervalle de temps infiniment 
petil αἱ pendant lequel le niveau 
du liquide passe de MN à PQ 
(fig. 80). Pour» “valuer df, nous 
l'envisagcons comme le quotient 
du volume écoulé par la vitesse 
d'écoulement, ou débit. 


… Or, le volume écoulé est celui 


Fig. 80. 


du cylindre infinitésimal LINPQ, 
c'est-à-dire, x R?dx — 4 x dx, en posant MP — dx. Le 
débit au niveau MN est égal à 2 γα, d’après l'égalilé 
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ci-dessus ; et, au niveau PQ, il vaut 2 νὰ EL dx. Par 
suite, pour le cylindre MNPQ, le débit est inter- 
médiaire entre ces deux valeurs et nous n'avons pas 
le moyen de l'évaluer exactement. Tout ce qu’on peut 
dire, c'esl que di est compris entre : 


et 


20 Subslilulion de nouveaux infiniment petits. — Si 
l’on considère le rapport des deux infiniment petits 
dl' et dl", un trouve : 

4 ντ 


--- »--.--- _—— 
= - «πα 


Πα πεν»: 


A la limite, quand dx tend vers zéro, ce rapport ἃ 


pour Jimile : 
γι Vz 
Vx +0 Vz 


de sorte que dl et ε΄ sont des infiniment petits équi- 


== 1, 


valents (n° 100). Par suilc, df, qui est compris entre 
α΄ et dl", est équivalent à chacun d'eux et l'on peut 
subsliluer à la valeur inconnue de d{ celle de αἰ" : 


2 Tr x 
νυ 


αἱ --Ξ- 
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39 Sommalion des nouveaux infiniment pelits — 
Comme x varie de zéro à h = 3, on a pour le temps 
demandé : 


VAE 


Juan fe el | (No 31) 


ι -- ὃπ (2 V3— 0) = 47 V3 — 21,7. 


Résistance électrique d’un tronc de cône. 

177. Soit le cône SAB de hauteur ἢ — SO = 3 et 
dont la base AB possède une aire 5 = 9 (fig. 81). 

Considérons en outre le tronc de cône de hauleur 
OO, tel que 50, = 1. En admetlant que ce tronc soit 
constitué par du fer, nous nous proposons de calculer 
sa résistance électrique. 

On 5811 d'abord, d'après une loi de Physique, que la 
résistance ἢ d’un corps cylindrique de longueur Let de 


section 8 vaut : 


l 
R=7r pl , 
r étant un nombre qui varie suivant Îles substances 
dont sont formés les corps étudiés. Pour le fer, r = 9. 
Comme nous avons aflaire à un conducteur conique 
et non cylindrique, nous ne pouvons en évaluer direc: 
ment la résistance d'après la formule précédente. Nous 
aurons donc recours au Calcul intégral; pour cela, 
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décomposons le tronc de cône, par des plans paral- 
lèles à la base, en tranches infiniment minces, tout 


comme au n° 133. 


Cousidérons une de ces tranches comprise entre les 


S 


Fig. 8r. 


deux cercles Ο et 0", tels que Ο'ΌΠ — dx. A cetle 
tranche nous substiluons un infiniment petit équiva- 
lent : le cylindre infinilésimal ayant pour base le 
cercle Ο’ et la même hauteur : ΟΌ" — dx. 

Calculons la section de ce nouveau cylindre, c’esl-à- 
dire l'aire β' du cercle Ο΄. On a déjà vu, au n° 133, que 
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le rapport des rayons des cercl - O’ et Ὁ est égal à 
SO’ Σ ᾿ | 
So * Par suite, le rapport de leurs aires vaut: 

δ᾽ FISO ὙᾺ 

5. ἘΆΝ ) 


d’où, en posant SO' = x, comme s — 9 et SO = h =3 : 


D —— 


# -- 13. 


Le cylindre infiniment petit considéré ayant pour 
section s' = x et pour longueur 0'0" = dx, sa résis- 


tance infinilésimale est égale à : 


Faisant la somme de tous les cylindres analognes 
compris dans le tronc de cône O0, x varie de 1 à 3 


et l'on obtient l'intégrale définie : 


3 
R= / ae 
! X 


L'intégration ne présente aucune difliculté (v.n°173) : 


3 dt 1 
ΠῈΣ Cols] 


R=0(—E+1)=—$+0—3+0 6. 
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Travail d’une vapeur. 

178. Dans un cylindre de machine à vapeur, la 
vapeur se dilate, en poussant le piston, d'un volume 
égal à 10 à un volume égal à 11. Calculer le travail 
accompli en supposant que la sur/ace de la section du 
cylindre soil 2. 

Le travail demandé sera, comme à l'ordinaire, le 
produit d'une force par une distance (n° 171). Ici, la 
force est la pression de la vapeur et la distance est 
celle que parcourt le piston sous l'action de cette 
vapeur. 

Seulement, comme la pression d'une vapeur varie 
avec son volume, dans le cas présent l'évaluation 


directe du travail est impossible et nous devons avoir 


recours au Calcul intégral. 

Décomposons le volume dont s'accroît la vapeur en 
éléments infiniment pelits dv. La section du cylindre 
étant égale à 2, quand la vapeur s'accroît du volume 


, αὖ 
dv, le piston est repoussé d’une distance égale ἃ —— - 
Par ailleurs, d'après une loi de Physique dite loi de 
Mariotte, le produit du volume v et de la pression p 
est constant tant que la leinpéralure ne change pas, 
de sorte qu'on a, par exemple : 


pu = 1, 
d'où l’on tire: 


1 
P= 
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Telle est la pression de la vapeur qui agit sur le 
piston. 
Le travail infinilésimal de celte vapeur pour un 


accroissement de volume dv, vaut donc : 


dv 1 εἰν dv 
HE PX SE pe ont en : 
En faisant la somme de tous ces travaux éiémen- 
taires, quand le volume varie de 10 à 11, on obtient 


* pour le travail tolal : 


er 
T-f τ 
10 


ce qui donne immédiatement : 


1 1 do 
τῶ ). D: 


et, d'après le n° 52 : 
Tu — ÿ | Los ἽΝ = ΣᾺ Log 11 — Log 10). 


Maïs on a vu en Algèbre que: la différence des loga- 
rithmes de deux nombres est égale au logarithme du 
quotient de ces nombres. Par suite : 


ΤΙ 


T = τ (Log 11 — Log 10) = + 5 Log- τοῦ σ΄ Log 1.1. 


1 
de 
Et, comme : 
Log 1,1 = 0,0953 (n° 80), 
on 8 finalement : 
0,0953 


T = En 0,01765. 
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Calcul des pressions barométriques. 

179. Comme dernier exercice, nous vous propose- 
rons un problème fort intéressant, mais qui peut 
offrir, pour certains, quelques difficultés de calcul : il 
exige, en parliculier, qu'on sache bien se servir des 
logarithmes. 

Voici l'énoncé : sachant qu'au pied d'une tour de 
80 mètres de hauteur, la pression baromélrique est égale 
ς Ὁ à 760, délerminer la vateur de celte pression 
au sommet de la tour. 

Pour calculer cette valeur, nous nous 


appuierons sur cetle loi qu'on apprend en 
ἰῷ Physique : à mesure qu'on s'élève dans 
: Ν l'atmosphère, la densité de l'air diminue 
en même temps que la pression baromé- 
trique de telle manière que le quolient de 
la densité p par la pression p demeure 


conslant : 


CS 
B Ρ αἱ 


Fig. 8. 


Si l'on évalue les altiludes en mètres, 
on prendra pour c la valeur 0,000 127 57. 
ἡ Pour évaluer la pression atmosphérique à l'altitude 
de 80 mètres, nous considérons une colonne d’air 
À BCD (fig. 82) ayant 1 cm de section, la base AB 
étant au pied de la tour. 

Décomposons cette colonne en tranches infiniment 


! 
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minces par des plans parallèles à la base et infiniment 
voisins, et considérons deux de ces plans MN et PQ. 
En posant AM == x, on aura ΜΡ — dx. 

Soit p la pression atmosphérique à l'altitude zx c'est- 
à-dire la pression qui s'exerce sur MN; en appelar!t 
p + dp la pression à l'altitude x + dx, c'est-à-dire en 
PQ, il est clair, tout d'abord que l'accroissement dp 
est négalif, puisque la pression diminue à mesure 
qu'on s'élève. De plus, cet accroissement infinitésimai 
est égal au poids de la colonne d'air MN PQ. 

Le cylindre MN PQ ἃ pour hauteur MP = dx et pour 
section 1; son volume vaut donc : do — 1 X dx = dr. 
Quant à la densilé de l'air qu'il renferme, Île varie 
insensiblement du niveau MN au niveau PQ. Mais, su 
est la valeur de cette densité en MN, comme le volume 
du cylindre M N PQ est infiniment petil, nous pourrons 
prendre, en négligeant les ipfinimen£ petits du second 
ordre, pour densité dans le cylindre entier, la valeur y. 
Par suite, le poids du cylindre MN PQ vaut u dx. 

On a donc l'égalité : 

dp = — αἴ dx, 


le signe — résultant de ce que dp est négatif. 
Mais, d’après la loi de physique indiquée an début : 


— = (, 
P 


on a aussi : 
μ = pc. 
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Eu remplaçant μὶ par sa valeur dans l'équation qu'on 
vient d'obtenir : 
dp = — pcdx. 
Telle est l'équation différentielle qui résout le pro- 
blème proposé. 
Pour l'intégrer, nous divisons les deux membres 
par P. 


d 
EE = — αἷς 
P 
Prenons l'intégrale indéfinie des deux membres : 
d 
EE ΜΔ — dx 
Ρ 


ce qui donne immédialement : 
Logp=—-cr+k. 

Pour déterminer la constante d'intégration K. fai- 
sons 7 — 0. Alors p devient égal à la pression atmos- 
phérique p, à l'altitude zéro, c’est-à-dire au pied de la 
tour, d’où : 

Log ph = 0+k. 

Substituant à X la valeur Log p,. il vient : 

Log p = — οἱ + Log Ps. 

Celle égalité s'écrit encore : 

Log p — Log pp = — Cx. 

Et, la différence des logarithmes de deux nombres 
étant égale au logarithime de leur quotient : 


P 
Log —— = — ὡς. 
Og ps 
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Voilà enfin l'égalité demandée qui lie la pression p 
à l'altitude x. 

Pour continuer les calculs, comme, généralement, 
on se sert d'une table de logarithmes ordinaires ou 
décimaux et non d’une table de logarithmes népériens, 
nous écrirons cette égalité sous la forme : 


log —E = 0,4343 Log - "- = — 0,4313 ex (N° 49 bis). 
Po Po 
Ici, nous avons x = 80 οἱ p, = 769. Par suite : 
log = — —0,4343 X0,00012757 x 80 = — 0,00443229. 
Ὁ 


Ce dernier nombre étant un logarithme, nous le 
meltons sous la forme habituelle : 


log E- = 1,995557 
Po 
Or, 1,99557 — log 0,98984, 
d'où : 
log —P- -- log 0,98984 
Po 
et : 
ραν ΤΕΥ ΤΥ, 
on 0,98984 


p = 0,98984 X 760 — 752mm,8. 

La pression barométrique au sommet de la tour 
sera donc égale environ à : 752mw,8, 

180. Pour appliquer encore une fois la formule 


obtenue : 
P 


SA 


log 0,4342 cx 
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proposons-nous de déterininer la valeur de la pre 
sion atmosphérique à une altitude de 4 810 mètres 
au-dessus du niveau de la mer ; cetie altitude est celle 
du Mont-Blanc. 
On supposcra égale à 770 la pression au niveau de 
la mer. 
D'après la formue précédente, on 8. 
) 
log ᾿Ξ = — 0,4343 X 0,00012757 x 4810 =—0,266491. 
“0 
ΟἹ: 


log ue = 1,733509 = log 0,54138. 
Π 
Comine ici μῳ = 770 : 
LE = 0 05138 


Do 760 
p = 0,5413 X 770 — 416.86. 


La pression barométrique au sommet du Mont-Blanc 


sera égale à 416mMm,9 environ. 


181. Nous arrêlerons là ces problèmes ; tels quels, 
ils sulliront pour donner au lecteur une idée de la 
manière d'opérer et des services que le Calcul intégral 
peut rendre dans tous les domaines de la Science. 
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